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Conoce tu libro

Espacioses una serie que,ademas de exponer los temas propios de las asignaturas, ofrece
mltiples actividades para desarrollar las habilidades de pensamiento critico asi como el
razonamiento de los jovenes.

Estas caracteristicas hacen quela serie tenga un enfoque metodolégico actual y pertinente
para los estudiantes de bachillerato.

|—~ A continuacion se exponen esas secciones especiales de Geometria Analitica:

—— Texto introductorio a la unidad

Su finalidad es explicar la utilidad

de los temas que componen la unidad
y despertar el interés de los alumnos.
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sta obra conserva el espiritu de ediciones anteriores y responde, particu-
larmente, a la necesidad de contar con un libro de texto que incluya los
temas considerados como fundamentales en la Geometria Analitica. Por ello,
su estructura y contenido han sido modificados respecto de la segunda edicién.

En la obra se siguen presentando con detalle los objetos clasicos de la Geometria Ana-
litica: la recta, el circulo, la pardbola, la elipse y la hipérbola. También contintia dandose
gran relevancia al tema de los lugares geométricos, sobre los que se proporcionan varios
gjemplos, distintos a los que cominmente se mencionan.

En la presentacion de todos los temas se establece una constante relacién entre el
Algebra y la Geometria, lo que constituye la esencia misma de la Geometria Analitica.
Ademas de hacer un analisis individual de las curvas mencionadas y sus ecuaciones, se
presenta también, como es usual, un estudio global de ellas y de la ecuacién general de
segundo grado en dos variables.

Cada unidad, por su parte, esta precedida de una introduccion en la que se sefialan sus
contenidos més relevantes, o se indica alguna aplicacion de lo que en ella se estudiara.

En el desarrollo de los contenidos sigue predominando el empleo de figuras, con tanto
detalle como se ha considerado necesario, para acompariar casi todas las explicaciones.

Como en ediciones anteriores, las secciones son cortas y contienen numerosas aplica-
ciones, especialmente en el caso de las conicas. Sin embargo, en esta nueva edicion se
indican mas situaciones de nuestro entorno en las que aparecen las cnicas; por ejem-
plo, su uso en la arquitectura y en la medicina.

Las ecuaciones parameétricas de la recta y de las conicas ya no se tratan en una unidad
independiente, sino que se revisan en las unidades correspondientes a la recta y a las
conicas. Por su parte, los temas de ecuaciones polares de las conicas y familias de cur-
vas, ¥ la unidad dedicada al tridngulo fueron eliminados; sin embargo, algunos ejercicios
de esta (ltima unidad se conservaron en otras secciones.

Tampoco se incluyen en esta edicidn las tres secciones optativas en las que, mediante
el célculo diferencial, se obtenian las ecuaciones de las rectas tangentes a las conicas. Lo
que se mantiene es la caracterizacion geomeétrica de esas tangentes y se complementa
con el procedimiento algebraico para encontrar sus ecuaciones,




Con excepcion de la Unidad 3. Conicas, en las demas se ha incluido un resumen con
los resultados més importantes. En cambio, en todas las unidades se ha aumentado el
nimero de gjercicios y ejemplos en los que se plantean problemas.

Al final de cada unidad hay ahora una autoevaluacion y una heteroevaluacion. La pri-
mera es un instrumento de valoracién que incluye reactivos de opcién mdltiple, en los
que se indica al lector la seccién del libro donde se encuentra la informacién pertinente
para solucionarlos. En la heteroevaluacion se incluyen solamente los reactivos de pro-
blemas tipo para que el lector los solucione paso a paso, advirtiéndole en cuéles as-
pectos debe tener especial cuidado para cometer el menor nimero de errores posible.

También se ha incorporado en los ladillos de todo el libro informacion de otras areas
de la cultura, datos curiosos, resultados y concepros relevantes que complementan de
manera ligera lo expuesto en el texto, asi como una seccién llamada “Pensamiento cri-
tico’, en la que se plantean preguntas relacionadas con los temas tratados, o se sefialan
resultados que pueden llevar al lector a plantearse preguntas elaboradas por é mismo
y obtener resultados generales a partir de situaciones particulares.

En la parte final del libro aparecen las respuestas de todos los ejercicios impares, de las
autoevaluaciones, de las heteroevaluaciones y de las secciones “Pensamiento critico”,

Como una herramienta més para el uso 6ptimo del libro, al final de cada unidad se
incluyen gercicios opcionales, bajo el titulo "Mundo virtual’, que pueden solucionarse
con la version ad hoc de un programa interactivo llamado Geolab, que constituye un
laboratorio de geometria, incluido en el co que acompafia el libro. Con Geolab se pue-
den hacer construcciones que ayudan a comprender mejor muchas de las situaciones
sefialadas en el libro y otras que pueden llevar al usuario a intuir resultados que le son
desconocidos.

»




| introducir un sistema rectangular de

coordenadas en el plano euclidiano, se

obtiene el plano cartesiano, asi llamado

en honor del matematico y filésofo
francés René Descartes (1596-1650), considerado
el inventor de la geometria analitica.

En este modelo de plano, debido a que un
punto es identificado con una pareja (ordenada)
de nimeros que indican su posicién con respecto
ados rectas |llamadas gjes del sistema, se tiende un
puente que permite interrelacionar la geometria
euclidiana con el algebra.

En esta parte inicial, la idea de longitud de un
segmento nos lleva al concepto de distancia entre
dos puntos, cuya férmula obtenemos por medio del

El plano
euclidiano

teorema de Pitdgoras. Por otra parte, la razén de
numeros y la nocién de direccion nos permiten
definir la razén (algebraica) de dos segmentos
dirigidos. Posteriormente, se encuentran las férmulas
que permiten localizar el punto que divide un
segmento del plano en una razén dada. Y, al final
de la unidad, se usa dicha férmula para resolver un
problema de palancas.

Todo lo anterior es un preambulo de lo que se
lograra en el resto del libro, en el cual estudiaremos
—con la ayuda de los nimeros y las ecuaciones—
las propiedades de las rectas y de algunas curvas, y
encontraremos aplicaciones de esas propiedades.



En esta unidad revisaras los siguientes temas. Obsérvalos

y reflexiona acerca de lo que sabes sobre ellos.

N

| —

\
Los ejes .

coordenados

El plano euclidiano

P

El plano cartesiano

Sistema de
aordenadas

Longitud de un
segmento

Segmentos
dirigidos

Divisién de un
segmento

Operaciones con
parejas ordenadas

Distancia entre dos
puntos

Punto medio de un
segmento

Razdn aritmética

de segmentos.
Razdn algebraica de
segmentos dirigidos

Divisidn de un
segmento en una
razéndada

Férmula para el punto

de division de un
segmento




@ 4 Geometrfa Analtica

Juego de submarinos. J

René Descartes (Renatus )
Cartesius en latin) es

autor de la célebre frase
“pienso, luego existo’,

la cual aparece en su

libro Discurso del método
(1637).

Yi
10 A
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Figura 1.2

Figura 1.3

Los ejes coordenados
El plano cartesiano

Eljuego de submarinosconsiste en adivinar la posicién de los navios del contrincan-
te, que estan colocados en un plano coordenado. Las posiciones de los submarinos
se describen con dos coordenadas, la primera sefalada con una letra y la segunda
con un ndmero.

Si trazamos en un plano dos rectas perpendiculares entre si, este queda dividido
en cuatro regiones llamadas cuadrantes que, por convencion, se numeran I, I, IIT
y IV, como se muestra en la figura 1.1. A dichas rectas se les conoce como ejes co-
ordenados, y a su punto de interseccion como origen, el cual se indica usualmente
con el simbolo O.

I I

Y

I v

Figura 1.1

En general, uno de estos ejes se traza de modo horizontal y el otro verticalmente;
sin embargo, a veces es conveniente colocarlos en otra posicién para poder analizar
mas facilmente ciertas curvas o ecuaciones. Esto lo haremos, por ejemplo, en la uni-
dad que esta dedicada a la ecuacion general de segundo grado.

El eje que por lo general se traza horizontalmente se conoce como eje X, y el
perpendicular como eje Y (figura 1.2). El plano, junto con sus ejes coordenados, se
llama plane cartesiano en honor a René Descartes (1596-1650), el inventor de la
geometria analitica.

A ambos ejes los concebimos como rectas reales —con el cero colocado en el
origen— vy, generalmente, con la misma escala —la distancia del 0 al 1 es |la misma
en los dos ejes—. Cuando lo consideremos oportuno, nos permitiremos referirnos
alos puntos de los ejes mediante los nimeros que tienen asignados; asi, diremos “el
punto 5 del eje X" en lugar de “el punto del eje X asociado a 5".

En su posicién usual, el eje X es horizontal y su direccién positiva es hacia la
derecha, es decir, los nlimeros positivos quedan ubicados a la derecha del origen y
los nimeros negativos a la izquierda; mientras que el eje Y es vertical y su direccién
positiva es hacia arriba: en este eje, los nlimeros positivos estan arriba del origen y
los negativos abajo de él (figura 1.2).

Las semirrectas o rayos de los ejes X y Y que comienzan en el arigen y contienen
los nimeros positivos se llaman semiejes positivos X'y Y, respectivamente.

Cuando necesitemos situar los ejes en una posicién distinta a la usual, una vez
que hayamos fijado la direccion positiva del eje X, el semieje positivo Yseobtieneal
girar 90° el semieje positivo X en sentido contrario al movimiento de las manecillas
del reloj (figura 1.3).

Salvo que se indique lo contrario, siempre colocaremos los ejes coordenados en
su posicion usual.



Sistema de coordenadas

Si P es un punto del plano, la perpendicular al eje X, trazada desde P, corta el eje
X en un punto A que se llama proyeccidn ortogonal o, simplemente, proyeccion de
P sobre el eje X. De manera similar, el punto B, en donde el eje Y es cortado por
la recta perpendicular a ella y que pasa por P, se llama proyeccién (ortogonal) de P
sobre el eje Y (figura 1.4).

Si a es el nimero que corresponde al punto A en el eje X, y b el nimero que
corresponde al punto Ben el eje Y, entonces la pareja ordenada (g, b) se identifica
con el punto P. Los nlimeros reales a y b se conocen como las coordenadas de P. A
la primera coordenada se le [lama abscisa de P y a la segunda ordenada de P.

Del mismo modo, a cada pareja ordenada de nimeros reales (g, b) la identifica-
maoscon un punto del plano de la siguiente manera: en el eje X localizamos el punto
a y por él trazamos una recta vertical; después, en el eje Y localizamos el punto by
trazamos una recta horizontal que pase por él; por Gltimo, identificamos la pareja
(@, b) con el punto Pen el que esas dos rectas se cortan (figura 1.5).

Para referirnos al punto Pcon coordenadas (g, b), escribimos P(a, b). En vista de
la identificacién de los puntos y las parejas, con frecuencia se dice “el punto (a, b)"
en lugar de “el punto P(a, b)". En ocasiones, nos tomaremos esta libertad.

Ten presente que estamos usando la nocién de pareja ordenada de ndmeros.
Las parejas ordenadas (a,b) y (¢, d) son iguales sélo en caso de que a=cy b=d.
Por tanto, si a#b, entonces las parejas (a,b) y (b, a) difieren entre si y determinan
dos distintos puntos del plano.
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1. Localizar en el plano el punto P(-4, 7).

Solucién:

Localizamos el nimero —4 en el eje X, es decir, el punto en ese gje que
esta 4unidades a la izquierda del origen, y trazamos una recta vertical que
pase por ese punto. Después localizamos el nimero 7 en el eje Y, es decir,
el punto en ese eje que esta 7 unidades arriba del origen, y trazamos una
recta horizontal que pase por él. El punto donde se cortan las dos rectas
que trazamos corresponde al punto P (figura 1.6).

YA
Blroarsssmns .IP
i
i
: -
0 A X
Figura 1.4
YA
.......... P
bt .
i
: -
0 a X
Fgura 1.5
Si @ = b entonces -)
(a, b) = (b, a).
~
P(-4,7) l
il 7
1
'
:
-4 o] X
Fgura 16

Observaciones:

» Cualquier pareja de la forma (0,b) se ubica sobre el eje Y.

» Cualquier pareja de la forma (a,0) se ubica sobre el eje X.

» Todos los puntos que estin en la recta vertical que pasa por (a, b) tienen abscisa a.

» Todos los puntos que estan en la recta horizontal que pasa por (g, b) tienen or-
denada b.
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YA 1. Localizar en el plano al punto Q(-2,-5).

. > Solucion:

O] X : , : : .

: Localizamos el niimero —2 en el eje X, es decir, el punto en dicho eje que
' se ubica 2 unidades a la izquierda del origen, y por él trazamos una recta
i vertical. Después localizamos el nimero —5 en el eje Y, es decir, ubicamos
i

1

1

1

1

el punto sobre el eje vertical que se sitlia 5 unidades abajo del origen, y
por él trazamos una recta horizontal. El punto de interseccién de las dos
Q(-2,-5) t------ KX rectas que trazamos corresponde al punto Q (figura 1.7).

Fgura 1.7 2. Localizar en el plano los puntos de coordenadas P(3,-1) y Q(-1,3).

Solucion:

Q(_l:?’)

Figura 1.8

Observa en la figura 1.8 que P(3,-1) = Q(-1, 3).

Operaciones con parejas ordenadas

En las parejas ordenadas podemos definir operaciones que nos seran (tiles. Consi-
deremos dos parejas ordenadas (xl. yl). (xl. ¥,) y un nimero real r. Definimos:

b Lasuma:
(%07 )+ (%, 7,) = (%, + 2,03, + 7).
» La resta:
(xo)-(x03) = (2 203,-32).
» La multiplicacién por r:
(%)= (m,17,).

Observa que efectuamos las operaciones coordenada a coordenada.
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= 1. Encontrar la suma, las diferencias y los productos por 5 de las parejas or-

denadas (3,-1)y (4,7).

Solucién:
P Lasuma:

(3, -l) +(4=, 7) = (3 +4, -1+7) = (?, 6}
b Lasdiferencias:

(3.-1)-(4.7)=(3-4,-1-7)=(-1,-8).
(4,7)-(3,-1)=(4-3,7-(-1))=(1.8).

» Los productos:

5(3,-1) = (5:3,5(1)) = (15,-5).

5(4,7) = (5-4,5:7) = (20,35).

Longitud de un segmento

Distancia entre dos puntos

En una carta de navegacién, el origen se sita en un puerto. Un barco
se encuentraen el punto (=5,6) yotro en el (2,3). ;Qué distancia hay
entre ellos si las unidades de la carta corresponden a millas nauticas?

Solucién:

Localizamos los puntos (=5,6) y (2,3) en el plano cartesiano y los
unimos con una recta (figura 1.9). Luego construimos el tridngulo
rectangulo que tiene como hipotenusa el segmento que une los pun-
tos (-5,6) y (2, 3), como se muestra en la figura 1.10.

A
(-5,6) .
6-.»
5-|-
3 (2,3)
[_5!3} 21
1+
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 23 X
Figura 1,10

YA
(-5,6)
6_
5_
3 2.3)
2
1
65-432-1]| 123 %
Figura 1.9

L ]

La milla nduticaes una )
unidad de longitud que

se utiliza en la navegacion
maritima y aérea. En 1929
se establecio que una milla
nauticaequivaliaa 1.852
kilbmetros. Originalmente,
su maghnitud estaba
relacionadacon las
dmensiones de la Tierra, en
particular con la longitud
de un arco de un minuto de
un meridiano terrestre. La
velocidad de los barcos se
mide en nudos. Un nudo es
una milla ndutica por hora.
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Las longitudes de los catetos son:
[2-(-5)|=7 y [3-6|=3.
Recordemos que el teorema de Pitagoras establece: “en un triangulo rectangulo,

el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos”. Por
tanto:

J7+3% =\/1949 =/58 =7..

Los dos barcos se encuentran a una distancia aproximada de 7.6 millas nauticas.
Para conocer la distancia en kilémetros multiplicamos por 1.852:
7.6 (1.852)=14.0752

Al segmento que une los puntos P(x,, )’1). y Q(x,,y,) lo denotamos con PQ y
también usamos esta notacién para su longitud; el contexto nos indicara su uso.
Para calcular la longitud del segmento PQ, procedemos como el ejemplo anterior
sugiere y llegamos a la siguiente férmula:

PQ =\/(x2 -x1]2+(y2 -yl]z.

T ——— Observa que si los puntos estan alineados vertical u horizontalmente, uno de

puntos Py Qes siempre los dos sumandos de la férmula anterior sera igual a cero, lo cual no la invalida. A

;l“g:f'ﬁ;?:'f' qt;‘ ol la longitud del segmento PQ se le conoce como distancia de P a Q, que se denota
- también con d(P, Q), por lo que:

d(P,Q)=PQ= J(xz -x) +(y,-n)

(1.1)

£ Justificamos esta férmula del modo que nos sugiere el ejemplo que
introduce este apartado: supongamos que los puntos Py Q no estan
en una misma recta vertical u horizontal y construyamos un triangulo
rectangulo que tenga al segmento PQ por hipotenusa, como muestra
la figura 1.17; las longitudes de sus catetos son |;!c2 -x1| y ‘yz -y ‘ .

) 27 Ity

b1
Si aplicamos el teorema de Pitdgoras, tenemos que la distancia entre

los puntos es:

H'\l’

1
1
1
1
1
i
X.
2
A

o
R -

2 _ 2 2
‘ ‘ PQ _‘xz -xll +|Y2'Y1‘
X, -X
2 1 .
Figura 1.11 '
Por las propiedades del valor abscluto sabemos que:

2
M = a" para cualquier nimero real g,
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por lo que tenemos:

PQ’ =(x2 "xl)z"'{yz ~N )2

PQ =\/(:c2 -X )2 +(y2 -yl)z.

1. Encontrar la distancia entre P(3,5) y Q(-1,6).

Solucién:
Sustituimos las coordenadas de Py Q en la férmula (1.1) y obtenemos:

d(P,Q)= \/[(-1)-3)2 +(6-5) =16+1=117.
Observamos que no importa el orden en que tomemos los puntos.
a(P,Q)=(3-(-1)) +(5-6) =vi6+1=\17.

2. Encontrar la longitud del segmento que une los puntos P(—3,-4) y Q(=3,2).

Solucién:
Pa=((-3)-()) +(2-(4)) = o366
3. Hallar las coordenadas del punto C(x, y) ubicado en el eje X que equidista Que un punto Cequidiste )
deA(O,G] yde B(S, l]_ de A y B significaque
d(C,A)=d(C, B).
Solucién:

Como C esta sobre el eje X, su coordenada y u ordenada es igual a 0. Sin
embargo, nos falta determinar el valor de su abscisa, es decir, x. Como la
distancia de C(x, 0) a A debe ser igual a la distancia de C a B, entonces:

d(c.A)=d(C.B).
Sustituimos las coordenadas de los puntos:
J(x-0) +(0-6) = (x-5)"+(0-1)".

Al efectuar las operaciones que se encuentran en los radicales, obtenemos:

Va2 +36 = Vx? ~10x+25+1.
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Elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuacién y encontramos el
valor de x:

xX*+36=x"-10x+25+1
10x =-10
x=-1,

entonces, el punto del eje X que equidista de A y de Bes C(—1,0) (figura 1.12).

B(5,1)

-1 1 2 3 4 5 X

Figura 1.12

Para verificar que el punto C equidista de A y de B, calculamos la distan-
cia de Ca cada uno de estos puntos:

4(C.4)=/(0- (1)) +(6-0) =\1+36=+37.
a(C.B)=|(5-(-1)) +(1-0)' =6 +1= .

4, Encontrar el punto P(x,y) que equidista de A(0,1), B(-6,9) y C(2,5).

Solucién:
H punto P debe satisfacer:

d(A,P)=d(B,P)=d(C,P),
es decir,
V= +(y-1) =[x +6) +{y-9) =/(x-2] +(y-5)".
Primero resolvemos:
\/x2+{y-l)z = \/[x +6) +(y-9)".

Elevando al cuadrado y simplificando:

x*+y’ -2y+1=x"+12x+36+y* -18y+81
-12x+16 y =116,
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L
dividiendo entre 4:

Ahora resolvemos:

\/x2+(y-l)2 =\/{x-2)2+{y-5)2.

Elevando al cuadrado y simplificando:

x2 .|.).-2 -2y+l= x? --4;!c+4+/‘}’z -10y+25
4x+8y =28,

Por Udltimo, resolvemos simultineamente el sistema formado por las ecua-
ciones (1.2) y (1.3

dividiendo entre 4:

-3x+4y=29
x+2y=7.

Multiplicamos por 3 la segunda ecuacién y obtenemos:

-3x+4y =29
3x+6y =21

Sumando ambas ecuaciones y simplificando, tenemos:
10y =50

y=>.

Yai
Sustituyendo este valor en la ecuacién (1.3), obtenemos que: B(-6,9)

x=-3. 7T
_.C(Z,S)

Asi, el punto P que equidista de A, By C tiene las coordenadas
(-3,5) (figura 1.13).

-

i A(O)l]
7.5 4 1|1 3 X

Comprobacién:
Los puntos son A(0, 1), B(-6,9), C(2,5) y P(-3,5):

d(A,P) =\/(-3 ~0)"+(5-1)" =5,
d[B,P):J(-s -(-6])2+(5—9]2 =5,
d(c,P)=\/(-3-z)2+{5-5)2 =5

Figura 1.13
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wi
2
1=

b
v
L

Localiza los siguientes puntos en el plano coordenado.

1.P(L4).  4P(25).  7.P(50).  10.P(44)
2. P(1,-2).  s.P(0,-6). & P(-7,0). 1.P(2,2).
3. P(-4,3).  6.P(-3-2). 9. P03). 12. P(-1,4).

Encuentra la distancia entre los dos puntos dados.

13. P(7.1)yQ(2,3). 19. P(6,2)yQ(8,5).

14. P(4,8)yQ(7.3). 20. P(—4,3)yQ(0,0).

15. P(L1)yQ(-8,-5). 21. P(NE, J?)yQ(JE,@)T
16. P(0,4)yQ(3,0). 22. P(3,9)yQ(7.-1).
17. P(-2,-2)yQ(7.1). 23. P(~6,0)yQ(0.6).
18. P(5,3)yQ(3,5). 24. P(ﬁ,S)vQ(Sﬁ,v’E).

25. ;Qué coordenadas tiene el punto del eje Y que equidista de A(5,5) y de
B(4,2)? ;Qué tipo de tridngulo forman estos tres puntos?

26. ;Qué coordenadas tiene el punto del eje X que equidista de A(-3,-2)y
de B(4,5)7? ;Qué tipo de tridngulo forman estos tres puntos?

27. iCudl es la ordenada del punto de abscisa —1 que equidista de los puntos
A(6,8) y B(-3,4)?

28. ;Cual es la abscisa del punto cuya ordenada es J y que equidista de los
puntos A(-1,0) y B(i,-3)?

En los ejercicios 29 a 32 localiza los puntos dados. Dibuja el triangulo formado
con esos puntos como vértices y calcula las longitudes de sus lados.

29. A(-3,6), B(—4,3) y C(4,7). 31. A(=2,-1),B(5,-2)y C(3,1).
30. A(_l 3 2)0 B(ﬁ) 2) )' C(_E) _SJ- 31 A(O) 0):- 8(2 )4) y C(B) 5).

33. Prueba que el tridangulo con vértices A(2, 5), B(4,-1) y C(6,5) esisosceles.
34. Prueba que el cuadrildtero cuyos vértices son A(1,—4), B(4,5), C(1,6) y

D(=2,-3) es un rectangulo. Recuerda que en un rectingulo las diagona-
les son iguales.

En los ejercicios 35 a 38 encuentra el punto P(x, y) que equidista de los pun-
tos dados.

35. A(0,-2), B(4,0)y C(4,4). 37. A(—4,-5), B(2,4) y C(6,-3).
36. A(3,0), B(-7,0) y C(3,-6). 38. A(-8,1), B(5,—4) y C(1,2).




Segmentos dirigidos

Si Py Q son dos puntos distintos en el plano, el segmento PQ puede concebirse
como el resultado de un movimiento rectilineo de P hacia Q, o bien de @ hacia P
Desde este punto de vista podemos hacer una distincion entre sus extremos: uno es
el extremo inicial; el otro, el extremo final (figuras 1.14 y 1.15).

Y Ya

Figura 1.14 Figura 1.15

Cuando en un segmento se hace tal distincién entre sus extremos, entonces se
dice que el segmento “esta dirigido u orientado”, y escribimos PQ si P es el extremo
inicial y Q el final.

Por tanto, un segmento PQ da lugar a los dos segmentos dirigidos:

M y QP,

el primero con extremo inicial Py el segundo con extremo inicial Q.

Por supuesto, la longitud de un segmento dirigido PQ es la misma que la del
segmento PQ sin dirigir y, por tanto, la denotamos igual que antes por PQ. Es decir,
la longitud de PQ y QP es PQ.

De acuerdo con lo que vimos en el apartado anterior, si P(xl, y)y Q(xz, y,) son
dos puntos en el plano, entonces:

PQ =P =[x, x,) +(r,-»)"

Observacion: s =
En el caso en que P = Q, los segmentos PQ, PQ y QP constan de un solo punto,
tienen longitud cero y se denominan segmentos nulos.

Dos segmentos dirigidos no nulos pertenecientesa la misma recta pueden tener
lamisma direccién o direccién opuesta (figura 1.16).

A B C D

A B C D

Figura 1.16

El plano euclidiano 13 D
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1. Dados P(1,2), Q(3,6) y R(2,4), determinar lo siguiente:

Ejemplos

Lalongitud de un ) a. SiPR y QR tienen la misma direccién o direccion opuesta.

segmento es ladistancia

EDFE susexiemos b. La longitud de los segmentos dirigidos PR y QR.

Solucién:
a. Si trazamos los segmentos dirigidos, vemos que apuntan en direccio-
nes opuestas, por tanto, tienen direccién opuesta (figura 1.17).

Y

)

Un segmento PQ es no
nulo si P= ().

P

Ll T R - ¥, R

412 3 4 X

FAgura 1.17
b. La longitud del segmento dirigido PRes:
PR= ,./(2—1)2 +(4-2)" =V1+4=15.
La longitud del segmento dirigido Q_R es:
QR=(2-3)' +(4-6) =1+4=15.
2, Si se toma un punto R en la recta que contiene al segmento dirigido no

nulo PQ, ;c6mo debe estar ubicado R para que se cumplan las siguientes
condiciones?

a. Que PR y E tengan la misma direccion.
b. Que PR y RTj tengan direcciones contrarias.
¥ Q c. Que PRo RQ sean nulos.

R Solucién:
Con base en la figura 1.18, podemos determinar lo siguiente:

a. PR yRQ tienen la misma direccién cuando Rse ubica entre los extre-
/ mos del segmento PQ, es decir, cuando R esté entre Py Q (figura 1.18).

b. PR y R_Q- tienen direcciones contrarias cuando R estd fuera del seg-
Figura 1.18 mento PQ (ﬁgl]m51.19y1.20).




Ya R

pd ,

rps”

Figura 1.19

S

v

X

Fgura 1.20

c. PR o RQ son nulos cuando R coincide con P o @, respectivamente

(figuras 1.21y 1.22).
Ya

Kl .

Y

#

/R

-

] X

R

Figura 1.21

p”

o

X

Figura 1.22

"

Division de un segmento

Punto medio de un segmento

Si dos vértices opuestos de un cuadrado tienen coordenadas (-2,-1) y (2,-1), jcua-

les son las coordenadas de su centro?

Solucién:

El segmento que une los puntos (-2,—1) y (2,~1) es una diagonal del

cuadrado, de manera que el punto medio de dicho segmento coincide

con el centro del cuadrado (figura 1.23).

Dado que los dos puntos tienen la misma ordenada, podemos de-
ducir que la diagonal del cuadrado es un segmento horizontal. Por lo
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N

tanto, la ordenada del punto medio seré igual a —1 y la abscisa igual al
promedio de las abscisas de los vértices que determinan la diagonal:

242

2

0,

es decir, el centro del cuadrado tiene coordenadas (0,—1).

Para generalizar, consideremos dos puntos P(x., yl) ¥ Q(xz, ¥,). Deseamos encontrar
las férmulas para determinar las coordenadas (a, b) del punto medio M del segmento

PQ.

-

(2,-1)

Figura 1.23
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Ya En la figura 1.24, observamos que las proyecciones de los puntos P, M y
Q Q sobre el eje X tienen asociados los nameros x,,a y x,, respectivamente. La
S 4| e 1 ; ; i :
q proyeccion de M es el punto medio del segmento que determinan las pro
M E yeccionesde Py Q. Asi, a es el promedio de x, y x,:
L ! i X, +x,
e/ =g
1 1
yI ----- 1 : :
i i E De manera anéloga, b es el promedio de y, y y,:
i i ]
v Xty
0 x, a x X b= %,
Figura 1.24
por lo que:
(M( 5+%, Nty J
2 2
. (1.4)
es el punto medio del segmento que une P(x,,y,) y Q(x,,y,).
5
1. Encontrar las coordenadas del punto medio del segmento que une P(3,1)
g3 yQ6..
iD
Solucién:
Sustituimos los valores de las coordenadas de Py Q en la férmula (1.4). El
punto medio del segmento PQ es:
M|—, —]esel
punto medio del segmento M t‘% 3 .ﬂ :M(ﬁ, 1)_
cuyos extremos son P(x,, y,) 2 2
y Qlx, ¥,)-

2. Si el extremo de un segmento es el punto P(—ﬁ, ‘;) y el punto medio de
dicho segmento es M(1,2), ;cuél es el otro extremo del segmento?

Solucién:
Las coordenadas del punto medio son:

5T% HEX
2 2
Si sustituimos los valores del extremo conocido y del punto medio tenemaos:

=-i.'5+:c2 2=?_;+y2
2 2

Al resolver las ecuaciones para encontrar los valores de x, y y,,obtenemos:

11
x2=8 b )’2=?-

El extremo buscado es Q(B, %)




Razon aritmética de segmentos.
Razon algebraica de segmentos dirigidos

En una carrera entre Aquiles y una tortuga, después de un minuto, Aquiles ha recorrido
500 metros, mientras que la tortuga sélo ha recorrido 5 metros. ;Cuél es la razén entre
k longitud recorrida por Aquiles y la longitud recorrida por la tortuga (figura 1.25)?

@ A

. . s &
i + + + + + W

A

Fgura 1.25

25 [
- @

Solucién:
La razén es:
300 _ 00,
5
Esto significa que el segmento recorrido por Aquiles es 100 veces mayor que el
segmento recorrido por la tortuga.

Cuando los segmentos PQy RS estdan en una misma recta, con R#8S, la razén aritmé-
tica PQ a RS se define como el cociente de las longitudes respectivas, es decir, como:

PQ
=

Este cociente sélo toma en consideracion el tamafio de los segmentos. A esta
razén se le llama aritmética para distinguirla de la razén entre segmentos dirigidos,
la cual presentaremos a continuacién, y es llamada también razén algebraica de
segmentos. s s

Para dos segmentos dirigidos cualesquiera PQ y RS, contenidos en una misma
recta, con R#S§, larazén algebraica o razén entre segmentos dirigidos se define como

(1.5)

donde se elige el signo + si PQ y RS tienen la misma direccion y el signo —si PQ y
RS tienen direcciones contrarias. Cuando PQ es un segmento nulo es indistinto el
signo que usemos, pues el resultado es 0 con cualquier eleccion.

Cuando resulta claro que se trabaja con razones entre segmentos dirigidos, se
acostumbra simplificar la escritura suprimiendo las flechas; en ese caso, la direccion
del segmento queda determinada por el orden en que se escriben sus extremos. Asi,

PQ

por ejemplo, escribiremos

, en lugar de % .Con esta convencion, la definicion

(1.5) de razon algebraica o entre segmentos dirigidos se escribe como:

— =% razén aritmética —,
=7 n aritmética

El plano euclidiano 17 D
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donde la eleccién del signo + o — se realiza como indicamos anteriormente. En el
siguiente apartado expresaremos de este modo la razén entre segmentos dirigidos.

1. Encontrar las razones algebraicas:

PQ PQ QP QP

RS’ SR’ RS’ SR’

si P, Q, Ry S son los puntos del eje X que corresponden a los niimeros 2,
5,—1y 7, respectivamente (figura 1.26).

Figura 1.26

Solucién:
Tenemos la siguiente razdn aritmética:

PQ_ [5-2 _3
RS " [7-(-1) 8

Los segmentos dirigidos PQ y RS tienen la misma direccion, y lo mismo
sucede con QP y SR. En tanto que PQy SR tienen direcciones contrarias,
al igual que QPy RS. Por tanto, las razones algebraicas buscadas son:

PQ_QP_3 PQ_QP_ 3

RS SR 8Y SR RS 8

2. Explicar por qué se tiene la siguiente igualdad entre razones algebraicas:

PQ__0QP
RS RS’
si se considera que PQ y RS son dos segmentos dirigidos en una recta,
con R#S,
Solucién:
Tenemos que:
PQ PQ QP PQ

—=trazénaritméti@— y —— = *razdn aritmética—.
RS RS RS

Si PQ es el segmento nulo, también lo es QP, y entonces las razones alge-
braicas cumplen:
PQ_,_ QP

—=0= .
RS RS L
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Cuando PQno es un segmento nulo, entonces los segmentos dirigidos
PQ vy QPtienen direcciones contrarias; por tanto, solo ladireccién de uno
de ellos puede coincidir con la de RS, entonces el signo a escoger para
QP

PQ
= i i e 27).
RS es el contrario al elegido para RS (figura 1.27)

R

P Agura 1.27

Silos puntos P, Q, Ry Sestan ubicados en la rectareal y p, g, r y s son los nimeros
asociados a ellos, respectivamente, entonces podemos calcular la razén algebraica

PQ "
RS de la siguiente manera:

(1.6)

es decir, tanto en el numerador como en el denominador se resta el valor del extre-
mo final menos el valor del extremo inicial, independientemente de cudl sea mayor.

1. Resolver nuevamente el ejemplo 1 de la pagina 18: encontrar las razones
algebraicas:

PQ PQ QP QP

RS’ SR’ RS | SR’

si P, Q Ry S son los puntos del eje X que corresponden a los nlimeros 2,
5,—1y 7, respectivamente (figura 1.28).

Figura 1.28

Selucién:

PQ _ 5-2 PQ_5-2_ 3 QP_ 2-5 _ 3

3 _3 2-2 _ 3. - e
RS 7-(-1) 8 SR -1-7 8 SR -1-7 & RS 7-(-1) &

que son los mismos resultados que habiamos obtenido anteriormente.
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Division de un segmento en una razon dada

Pensemos que tenemos una pista recta de 100 metros de largo. Llamemos Pal pun-
to inicial, Q al punto final y Ral punto donde se encuentra un corredor. Suponga-
mos que el corredor ha recorride 30 metros. ;En qué razén divide R la pista?

Solucién:
Consideremos la razdn buscada como el cociente del segmento dirigido PR ya reco-
rrido y el segmento dirigido RQ que falta por recorrer:

PR 30 _3

RQ 70 7
Decimos que Rdivide la pista en la razén r = 2.

Observaciones:

» Cuando el corredor no ha iniciado su carrera, R divide la pista en la razén 0.

» Cuando el corredor va a la mitad de la pista, R |a divide en la razén 1.

» Conforme el corredor se acerca a la meta, R divide la pista en una razén cada vez
mas grande, pues RQ es cada vez mas pequeiio (figura 1.29).

r=g =1 =100
P R
R Q P R Q P Q

Figura 1.29

Tomemos un punto R# Qen la recta que contiene el segmento dirigido no nulo
PQ. La razén en que R divide PQ se define como la siguiente razén algebraica o de
segmentos dirigidos:

(17)

Entonces decimos que R divide el segmento PQ en la razén algebraica r.

Mas adelante veremos que si r #—1 , entonces hay un (nico punto que divide
un segmento dado en la razén r. .

De acuerdo con lo anterior, el punto medio M de un segmento PQ lo divide en
la razén 1, ya que:

PM =MQ;

y ademas, PM y MQ tienen la misma direccién, asi que:

PM
- = 1‘

MQ



Cabe mencionar que otros autores usan un cociente distinto al que aparece en
(1.7) para definir la razén en que un punto divide un segmento (ver el ejercicio 10
de los ejercicios de repaso en la pagina 28).

Observaciones: PR
El signo de la razén algebraica ﬁ depende de cémo se comparan las direcciones

de PRy RQ. Por esto, y de acuerdo con el ejemplo 2 de la pagina 14, tenemos:

PR

] EEO s6lo cuando R esta en el segmento PQ.
PR %

] R_Q =( solo cuando R coincide con P

PR
[ Edﬁ solo cuando R no pertenece al segmento PQ.

» Rno puede dividir PQ en la razén r=-1, ya que entonces deberia de satisfa-
cerse que:

PR=RQ

y R ubicarse fuera del segmento PQ, y estas dos condiciones son incompatibles,
pues si R esta fuera de PQ (figuras 1.30 y 1.31) entonces:

PR =PQ+RQ>|RQ|
si R esta mas cerca de Q que de Py, en caso contrario,

RQ = PQ+RP>|PR|.
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P R

Agura 1.30
Para evitar la exclusion de la razén r = —1, algunos autores establecen la con-
vencion de que el punto al infinito divide el segmento en razén -1, sin embargo,
nosotros no la adoptaremos.

Formula para el punto de division de un segmento

Tomemos dos puntos P(5,0) y Q(9,0) en el eje X y la razén r = —2. Busquemos el
punto R que divide el segmento PQ en la razén r.

Solucidn:
Buscamos el punto R que satisfaga:

Fgura 1.31



@ 22 Geometria Analitica

El punto ) Llamemos za la abscisa de R. De la ecuacién (1.6) tenemos que:
{ X +rxy L o LI
pl 2 ] ]
B v L, PR _z-5
cuando r=-1 ,es el dnico RQ 9_z g
punto que divide en la
razdn rel segmento que
une Px,y,)y Qlx,.y,)- por tanto, debemos resolver:
z-5
g
9-z
por lo que despejando z:
z=13,

-E| punto medio de un ) Esdecir, R(13, 0) divide el segmento PQen la razén —2, como podemos comprobar:

segmento lodivide en la
razén r=1. PR_B_S_E

RQ 9-13 -4

Consideremos r#—1. El punto:

R[xlmz yﬁ%]

1+r 1+
r r (1,8}

es el (nico punto que divide en la razon r el segmento PQ, cuyos extremos son
P(x,,y,)y Q(x,,y,), es decir, ese punto R es el tinico que satisface la igualdad

PR
S
RQ

1. Encontrar las coordenadas del punto R que divide el segmento PQ, con

extremos P(—4,1) y Q(8,5), en la razén 3 a 5. Es decir, i—z = ?_’

5
Solucién:
Al sustituir los datos en la férmula (1.8) obtenemos:
x1+rx2_-4+—53—-8_1 y1+:y2_l+—§—-5_5
+r  1#2 2 ) 14r 142 2

Por lo que el punto buscado es R(i,i)

2. Encontrar las coordenadas del punto R que divide el segmento dirigido
PQ, con extremos P(6,-2) y Q(7,5), en la razon 2,
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Solucién:
Al sustituir los datos en la formula (1.8) obtenemos:
x1+rx2_6+§-?_z y1+ryz_-2+§-5_ﬂ

er 143 127 1+r | 143 12

Por lo que el punto buscado es R{g,%).

3. ;En qué raz6n divide el punto R de coordenadas (—4,—7) el segmento di-
rigido PQ que une los puntos P(—2,-3) y Q(1,3)?

Solucion:
Como R estd fuera del segmento dirigido PQ y del lado de P, entonces Y
PR<0y RQ=>0 (figura 1.32). De donde: 41 .Q
24
PR _—y(-2+4)'+(-3+7) V20 _-2J5 _ 2 S 3 %
RQ ™ [Ca_1f+(—7-3¢ 125 565 5 2
J~4-1) +(-7-3) pe |
La razén es -2, Rs 7
_8-.-
4. Hallar las coordenadas del punto R en el segmento que une P(3.3) y
Q(-1,-5), que divide PQ en |a razén aurea B,
Figura 1.32

Solucién:
Al sustituir los datos en la formula (1.8) obtenemos:

* +rx2 — 3+I$2LI5_'{-1) = 5'\'{5

1+r 1+25 345
y
Y1+’)’2 =3_1¢215_5=1_5£
I4r 1425 345
Como
5-45 _(5"\{5](3"{5]_20-3\!3_5_2@
3445 (3+J§)(3-\f§) 4
y

1-55 _(1'5 5)(3'\’%) _28-16V5 _
Vo S P R

tenemos que el punto buscado es R(5-2£,7—4~E), J
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Pe n’sa'mient
Critic

5i un punto divide un
segmento en larazén %,
entonces jel punto esta
colocado alamitad del
segmento?

Ejemplos

5. ;En qué punto se debe situar un soporte para que al colocar un peso de

6 kilogramos en el lado izquierdo y otro de 15 kilogramos en el lado de-
recho de una tabla de 5 metros de largo esta permanezca equilibrada (fi-

gura 1.33)?
] )
l Fgura 1.33
Solucién:

Por comodidad, supongamos que el extremo izquierdo de la tabla se en-
cuentra en el origen; entonces el extremo derecho se encuentra en el pun-
to de coordenadas (5,0). Para conservar la notacién, llamamos a estos
puntos P(0,0) y Q(5,0) (figura 1.34).

P(0,0) Q(5,0)

R(x, y)

Figura 1.34

Si R(x, ) es el punto en el que debemos colocar el soporte, entonces,
por la ley de las palancas, debe cumplirse que:

6 PR=15 RQ,
es decir,

PR_I5_5

RQ 6 2
Asi,

3,
R( i ,0]=R[§,U].
142 7

Portanto, el soporte debe colocarsea 2 m =3.57 m del extremo izquierdo
dela tabla.
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é Encuentra el punto medio del segmento que une los pares de puntos dados.
E 1. (-1,-2)y(2,2). 6. (7,1) y (-5,7).

2. (2,5 y(-7,5). 7.(43) y(-2.2).

3. (3,6)y(6,1). 8. (6,-3)y(.8).

4. (-3,-1)y(-3,-8). 9. (-2.%) y(2,-2).

5. (—4,2)y(2,6).

10. Si el extremo de un segmento es el punto P(3,-4) y el punto medio de
dicho segmento es M(—2,—1), jcudl es el otro extremo del segmento?

11. Si P(%, l) y Q(%, 5) son los extremos de un segmento, encuentra lo si-
guiente;

a. Lascoordenadas del punto R1(“1’ b,) que divide el segmento dirigido
PQenlarazén ;.

b. Lascoordenadas del punto R;(“z* b;) que divide el segmento dirigido
PQen larazon 2.

¢. laprueba de que los puntos R y R, dividen el segmento dirigido PQ
en tres segmentos de igual longitud.

12. Halla las coordenadas del punto R que divide en la razén el segmento
dirigido PQ con extremos P(O, i) y Q(2,5).

13. Encuentra las coordenadas de los puntos R, S y T'que dividen el segmento
dirigido PQ, con extremos P(—5,-2) y Q(—1,6), en cuatro segmentos de
igual longitud.

14. Encuentra las coordenadas del punto R que divide el segmento dirigido
PQ, con extremos P(—4,0) y Q(0,6), en la razén L.

15. Un tridngulo tiene vértices A(0,3), B(—1,1) y C(3,2). Calcula las coor-
denadas del punto medio M del segmento que une los vértices By Cy
la longitud del segmento que une los puntos A y M. Comprueba que la
recta que pasa por A y M es una de las medianas del triangulo.

16. ;En qué razén divide el punto de coordenadas (—1,-7) el segmento diri-
gido PQ que une los puntos P(-3,-15)y Q(2,5)?
17. Si A(-I "7"') B(L "'—ST y C(0,0) son los vértices de un tridngulo equili-

22 27 2
tero, prueba que el tridngulo cuyos vértices son los puntos medios de
sus lados es equilatero y que la longitud de su lado es igual a la mitad de

la longitud del lado del triangulo dado.

18. H centro de un hexagono regular se encuentra en el origen; si uno de los
vértices es el punto A(5,0), jcudles son las coordenadas de los vértices
restantes?

19. Al colgar un platito en cada extremo de una regla de 30 centimetros
de largo formamos una balanza. Ademas, contamos con cierto niimero de
monedas iguales entre si y sabemos que, al colocar el punto de apoyo de la
balanza en el centro de la regla, esta se encuentra equilibrada. ;Dénde de-
bemos colocar el punto de apoyo para que al poner cinco monedas en el
plato izquierdo vy tres en el derecho, la balanza se mantenga en equilibrio?
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Mundey

virtual

-D . - - -
Ll |nstala el programa que se incluye en el CD que acompaiia este libro. Si el
5| instalador no se ejecuta automaticamente, busca con el explorador de Win-
o

dows el programa setup.exe y haz doble clic en él. Te sugerimos aceptar to-
das las opciones predeterminadas durante la instalacion y realizar la practica
Triangulo para que te familiarices con este nuevo ambiente,

1. Longitud de un segmento. Construye dos puntos directos A(=5,6) y
B(2,3). Abre el constructor de escalares. Del men, elige Escalares; del
submenu, Distancia entre puntos. Llama d a este escalar y da doble clic
en Ay en B para definirlo como la distancia entre A y B. En la pantalla
de datos analiticos coloca el cursor en el renglon del escalar d y oprime
el boton derecho del raton; selecciona el icono Objetos para observar
—que se encuentra a la derecha, en la parte superior de la pantalla— y
elige Tabla de objetos. Ve a la pantalla grafica y notaras que d y su va-
lor aparecen en la esquina izquierda. Arrastra cualquiera de los puntos y
observa como cambia el valor de d en la ventana. Si quieres quitar de la
pantalla grafica los datos para observar, da clic en el icono Observacién de
datos, en el menu emergente elige Tabla de objetos y en el subment Ocul-
tar objetos seleccionados.

2. Punto medio de un segmento. Construye los Puntos directos A(-3,-5)
B(9,3). En el constructor de puntos, elige Punto medio. Llama P a dicho
punto. Da doble clicen Ay en B. Enla pantalla de datos analiticos podras ver
inmediatamente el valor de sus coordenadas. Si oprimes la pestafia de Datos
aartesianos, podras ver las coordenadas de todos los puntos construidos.

3. Razén en que un punto divide un segmento. Si tres puntos estan en una
recta, Geolab puede encontrar la razén en que uno de ellos divide los
otros dos. Comprueba el siguiente resultado:

Si en un tridngulo ABCuna recta corta los lados AB y ACen dos puntos
distintos, Py Q, y la recta es paralela al tercer lado BC, entonces:
AP _ AQ

PB QC’

Construccion:

» Construye un triangulo con vértices A, B, Cy llama a, b, ¢ a los lados
opuestos, respectivamente,

» Ve a la pantalla de datos analiticos, haz clic sobre el renglén del seg-
mento 4, en la parte superior de la pantalla apareceran nuevas opcio-
nes. Haz clic en Nombre. Ve a la pantalla grafica y observa que el seg-
mento ya tiene etiqueta. Haz lo mismo con los segmentos b y c.

» Utilizando el constructor de puntos, construye un punto Pen el seg-
mento AB, para ello elige del menu Punto la opcién Punto en segmento.




Geolab

» Usando el constructor de rectas, elige Recta paralela, llamala £, y definela
de forma que sea paralela al lado a que pase por P.

» Con el constructor de escalares, elige Escalares y después Division de un seg-
mento. Construye la razén r en la que el punto P divide el segmento AB,
es decir, r=AP/PB.

» Usando el constructor de puntos elige Interseccion de... y después Intersec-
cién de rectas; llama Q al punto de interseccién de las rectas £ y b.

» Repiteel procedimiento paracalcular la razén s en la que el punto Qdivide
el segmento AC, es decir, s=AQ/QC.

» Compara losvaloresdery s.

4. Division de un segmento. ;En qué punto debe colocarse el soporte en una

tabla de 5 metros de largo para que —colocando sobre ella un peso de

6 kilogramosen el lado izquierdo y otro de 15 kilogramos en el derecho—

permanezca equilibrada?

» Construye los puntos P(0,0) y Q(5,0).

» Construye también los escalares p=6y g=15 que representan los pe-
sos en los puntos P y Q respectivamente. Construye el escalar calcu-
lado r=qg/p.

» Usando el constructor de puntos, elige Divisién de un segmento y cons-
truye el punto R que divide el segmento PQ en la razén r. Modifica los
valoresde py g,y observa cémo cambia la posicién de R.
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Resumen de la unidad )

» Ladistancia entre dos puntos P(xl, )y Q(xl, y,)es \/ (xI -X, )2 +( ¥, - yz)z a

» H punto medio del segmento que une P(x,y,) y Q(x,,y,) es:

Mxl+x2 y1+y2
5 * 3

» Férmula para el punto de division de un segmento dirigido. El punto:

X +rx +
R( ‘1+ z, y‘1+% }cuando r#-1 es el punto que divide en la razén r el seg-
r r

mento dirigido PQ, cuyos extremos son P(x,,y,) y Q(x,,y,)-

1. Encuentra un punto cuya abscisa es 5y cuya distancia al punto P(0,8) es 13.
2. Encuentra un punto cuya ordenada es 3 y cuya distancia al punto P(-5,2) es 8.
3. Encuentra el punto que equidista de los puntos A(-3,—4), B(3,14) y C(9, 12).

4. Los vértices de un triangulo rectangulo son A(-2, 1), B(5,8) y C(-6, 5). Encuen-
tra el punto medio de la hipotenusa y prueba que equidista de los tres vértices.

5. Sidos vértices de un tridngulo equilitero son los puntos (-3,2) y (1,2), encuen-
tra el tercer vértice (hay dos soluciones).

6. Los vértices de un tridngulo son A(2,-1), B(0,3) y C(6,7). Encuentra el punto
medio E de ABy el punto medio D de AC. Encuentra la longitud de ED y de-
termina la relacién entre esta longitud y la longitud del lado BC.

7. Si P(=5,-6) y Q(4,1) son los extremos de un segmento, encuentra la razén ren
la cual el punto R(l, - g) divide el segmento dirigido PQ.

8. Encuentra las coordenadas del punto R tal que la razén algebraica % es g* si
P[~6, -%Jv Q(-2,4).

9. Encuentra las coordenadas del punto R que divide el segmento dirigido PQ,
con extremos P(-B, -f:) y Q(-l, %) ,en larazén .

10. Tomemos un punto R en la recta £ que contiene el segmento dirigido PQ. En
algunos libros se dice que R divide PQ en la razén (algebraica) r, si:
PR
— r-
PQ



El plano euclidiano 29 D

Conforme a esta definicion, si r=0, entonces tenemos para la razén aritmética:

PR

—=r,

PQ
y Resta en el rayo ﬁ

En tanto que si r <0, entonces tenemos para la razén aritmética:
PR

—=-,

y R esté fuera del rayo E

Por tanto, seglin esta definicion, el punto que divide el segmento dirigido PQ en
la razén res:

R(xl +r(x2 -xl)’yl +f()"2 s & ))’
si los extremos son P(x, y,) y Q(x,,y,).

a. Encuentra, usando esta definicién, el punto que divide el segmento dirigido
con extremo inicial P(1,2) y extremo final Q(5,-1) en la razén L.

b. Con esta definicion, jen qué razén divide un segmento el punto medio de
este? Compara tu respuesta con la obtenida en este apartado al usar la defi-
nicién que ahi adoptamos (pagina 20).
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Autoevaluacién )

1. Encuentra la distancia entre Py Q si P(—2,6) y Q(1,-3).
a. 18,
b. /9.
c V82,

d. Vo.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 8.

2. ;Cual es la abscisa del punto cuya ordenada es 2, que equidista de los puntos
A(3,6) y B(-1,-2)?
a. x=1
b. x=3,
c x=2,
d. x=6.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 9.

3. Si el extremo de un segmento es el punto P(—1,5) y su punto medio es M(2,4),
jcual es el otro extremo del segmento?

N Q(%,%)]-
- Q(3,3).
c QE-S,-3).
d. Q(5,3).

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 16.

4. ;En qué razén divide el punto de coordenadas (7,7) el segmento dirigido PQ
que une los puntos P(5,-3) y Q(3,1)?
a. r=-2,
b. r=-1.
c r=1,
d r=1.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 23.

5. Encuentra las coordenadas del punto R que divide el segmento dirigido PQ, con
extremos P(8,2) y Q(—6,4), en la razén g
a. R(-62,12).
b. R($,3).
C R(%, l:i) A

d. R(2,-%).

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 22.
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( Heteroevaluacién

1. Si P(5,4) y Q(-8, 1). Encuentra la distancia entre Py Q.

2, Si el extremo de un segmento es el punto P(4,6) y el punto medio de dicho seg-
mento es M(3,-1), jcudl es el otro extremo del segmento?

3. {En qué razén divide el punto de coordenadas R(—4,-11) el segmento dirigido
PQ que une los puntos P(0,5) y Q(-3,-7)?



Unidad

as propiedades fundamentales de la recta,
de acuerdo con los axiomas de Euclides, son:
» Por dos puntos distintos pasa una y
s6lo una recta.
» Dos rectas distintas se cortan en un
solo punto, o bien son paralelas.

Con esta unidad comenzamos el estudio
sistematico de curvas en el plano. Para presentar la
recta nos basamos en la idea intuitiva que tenemos
deellay la describimos algebraicamente por medio
de suecuacion, la cual involucra, al igual que el resto
de las que veremos mas adelante, dos variables,
generalmente denotadas por xy y.

La ecuacién de una recta puede adoptar varias
formas, algunas de las cuales reciben nombres
especiales. Debe tenerse presente que no son varias
las ecuaciones de una recta, sino una sola que es

Primer puntero laser azul modelo AT 473NM

La linea
recta

presentada en formas diversas, y que podemos pasar
de una a otra mediante el manejoalgebraico delas
ecuaciones: despeje, multiplicacién por constantes
no nulas, etcétera.

Hay caracteristicas que determinan una recta
en particular; por ejemplo, hay una sola recta que
cumple alguna de las siguientes condiciones:

» Tener una pendiente dada y pasar por un

determinado punto.

» Tener una pendiente dada y cortar el eje Yen

un cierto punto.

» Cortar los ejes coordenados en dos puntos

dados, distintos entre si.

» Pasar por dos puntos distintos.

La ecuacién de una recta puede obtenerse si
conocemos los elementos que intervienen en alguno
de los enunciados anteriores.



En esta unidad revisaras los siguientes temas. Obsérvalos " et
y reflexiona acerca de lo que sabes sobre ellos.

£ La linearecta B

Cilculo de la pendiente cuando se conocen dos puntos
de la recta

Angulo de inclinacién de una con Uso de la calculadora para obteneruna aproximacion de o .
respecto al eje X. La pendiente de una recta
ey
Cémo graficar la recta conoclendo uno de sus puntos y
su pendiente

Ecuacién de la recta conociendo uno de sus
puntosy su pendiente

Ecuacién de la recta conociendo
dos de sus puntos
Forma general de la ecuacién de la recta

Forma simétrica de la ecuacién de la recta .

Angulo dos rectas .
4

Relacién entre las pendientes de rectas paralelas o .

Paralelismo y perpendicularidad

perpendiculares

Regiones del plano determinadas por rectas no verticales '
Regiones del plano determinadas por rectas verticales '

Desigualdades y regiones del plano .

Punto de equilibrio '
Distancia de un punto a una recta W_ Distancia entre dos rectas paralelas .

Lados opuestos (semiplanos) respecto a ' heofertidtres dabe hos ditmg .
una recta

a—

Bisectriz de un dngulo .
Ecuaciones paramétricas de una recta .
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Rampa para silla de ruedas. T

.

Los angulos se miden en .)
grados o radianes. Las
férmulas de transformacion
son:
° = 2 radianes,
180

180
1 radidn = — grados.
b

Angulo de inclinacién de una recta con respecto al
eje X. La pendiente de una recta

Para subir una silla de ruedas de un nivel a otro, la manera mas sencilla es utilizando
una rampa. El ascenso es mas sencillo si la rampa esta menos inclinada.

Cuando Jorge estaba jugando con su avién de control remoto, se le atoré en la pun-
ta de un pino que se encontraba a 6 metros de distancia. El quiere bajar el avién
pateando una pelota. Si el pino mide 3 metros de altura, jcual es el angulo, con
respecto al piso, con el que debe salir la pelota para golpear el avién y que este caiga
al suelo?

Solucién:

Para resolver este problema, supongamos que la pelota que Jorge va a patear se
encuentra en el origen; entonces, la base del arbol se encuentra en el punto P(6,0),
el avion en Q(6,3) y « es el angulo buscado. Asi, podemos considerar el siguiente
esquema (figura 2.1):

[ A T
o]

Ne P
Ol 1 23 456 X

Figura 2.1
El triangulo AOPQ es rectangulo; entonces:
Iy 3 1
g PQ_3_1
OP 6 2

Usando una calculadora o recurriendo a unas tablas trigonométricas, tenemos que:
o~ 275,

El angulo con el que debe salir la pelota es de aproximadamente 27°. (En reali-
dad, la bola no seguiria una linea recta, describiria un arco de parabola; la situacién
que se presenta es una simplificacién o modelo del caso real).

Dada una recta no horizontal, el dngulo a que se obtiene al hacer girar el eje X alrede-

dor del punto Pen sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj hasta
que coincida con la recta se llama dngulo de inclinacién de la recta (figuras 2.2 y 2.3).

[r]

/P P\

Fgura 2.2 Agura 2.3
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Si la recta es horizontal, su angulo de inclinacion es cero. El angulo de inclinacion
de una recta puede variar de 0° a 180°.

Llamamos sentido positivo de giro al que es contrario al movimiento de las mane-
cillas del reloj y sentido negative al que coincide con el movimiento de ellas (figuras
24y25).

Sentido positivo Sentido negativo

Figura 24 Figura 2.5 La pendienteesla )
tangente del angulo de

La pendientede una recta esel valor de la tangente de su dngulo de inclinacién o. ichnacidn de s racta.

La pendiente se denota de manera usual por m. O sea,
m=tana.
Como el dngulo de tan 90° no esta definido, entonces toda recta vertical —aque-
lla cuyo angulo de inclinacién es 90°— no tiene pendiente.
Si conocemos el valor mde |a pendiente, entonces el angulo deinclinacién a vale:

a=tan"'m

y se puede conocer un valor aproximado mediante unas tablas o una calculadora.

Calculo de la pendiente cuando se conocen dos puntos de la recta
Encontrar la pendiente m de la recta que pasa por los puntos P(-2,2) y Q(3,5).

Solucién:

Trazamos la recta que une los puntos Py Q. Esta corta el eje X en el punto A. Por P
trazamos una recta paralela al eje X y desde Q trazamos una recta paralela al eje Y.
Las dos rectas se cortan en B. Observamos que el triangulo AQPB es un triangulo
rectangulo. El angulo B = 2QPB es igual al angulo a por ser angulos correspon-
dientes (figura 2.6).

4j/ Q(3,5)
A /{ o B

A6 -4 2 2 4 6 X

Fgura 2.6
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51 P(x,y, )y Qlx, y.),
@ntoncos la peru:llemaf de
larectaque pasa por Py
Qesm= I\ .Slempre
que x, # X, ;35 decn que la
l'L.CidﬂO 5@..1 vertical.

Entonces,
B
S g cateto opuesto =_Q
cateto adyacente PB
= PSP
3-(-2) 5
Asiquem =3

Para encontrar la pendiente de una recta no vertical, conociendo dos puntos deella,
P(x,.y,) y Q(x,,y,), calculamos el cociente:

m= Y:=h ]
Xz =X, (2.1)

Obsérvese que 221 = 2722y que en ambas fracciones los minuendos del nu-
merador y denomlnidér son Ias coordenadas de uno de los puntos y los sustraen-
dos son las del otro.

Si tomamos otro parde puntos P’y Q' en la misma recta, como se muestra en la
figura 2.7, se obtienen dos triangulos semejantes, y por tanto la razén de sus catetos
es la misma. Es decir, la pendiente de una recta puede determinarse usando dos

puntos cualesquiera de ella.

Ya

e e e

Figura 2.7

Si la recta es vertical, todos los puntos de la recta tienen la misma primera coor-
denada, de modo que el denominador de la expresién anterior vale cero y, por tan-
to, no puede evaluarse. Esto concuerda con lo dicho anteriormente en el sentido
que las rectas verticales no tienen pendiente.

Observaciones:
La pendiente de una recta no vertical es un nimero que mide qué tan inclinada esta
la recta y hacia dénde estd inclinada:
b La pendiente es positiva cuando la recta esta inclinada hacia la derecha.
» La pendiente es cero cuando la recta es horizontal.
b La pendiente es negativa cuando la recta esta inclinada hacia la izquierda.
» Cuando el valor absoluto de la pendiente es muy grande, la recta es casi vertical.
» Cuando su valor absoluto es muy pequeiio, |a recta es casi horizontal.
» Una recta vertical no tiene pendiente.
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~

1. Encontrar la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(2,7) y | B
Q(_2:3)- 6

Solucién:
Usamos la férmula (2.1) para obtenerla pendiente de la recta (figura 2.8):

3-7 -4
m= =—=1
2-2 -4

L
e

3ip | 1,28 X

2. Encontrar la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(3,—4) y

Figura 2.8
Ql3,2).

(1) .
Solucién: Al

La pendiente de la recta es (figura 2.9):
2-(-4) 6 12 A

T 1.3 s
_-.'_._'—
2 X

3. Encontrar la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(=5,-3)
yQ(-1,-3). K|

Solucién: 41 P(3,—4)
La pendiente de la recta es (figura 2.10): Fgura 2.9
_=3-(=3) o0 _ Ty
-1-(-5) 4
=5 g =1 X
4. Si P(-2,5) y m = —%,encontrar las coordenadas de otro punto de la =i
recta que pasa por Py tiene pendiente m. Q(-1,-3) |
Solucién: P(-5,-3}
Para encontrar otro punto, a partir de P, avanzamos horizontalmente Figura2.10

3unidades hacia la derecha (el denominador de la pendiente) llegando
al punto de coordenadas (1, 5). A partir de este punto, bajamos ver- Uniatectanitial i e
ticalmente 4 unidades (el numerador de la pendiente), llegando asi pendiente.
al punto Q(1, 1). Podemos comprobar que la recta que pasa por los

puntos Py Q tiene pendiente m:

Y= h 1-5 4 4

X, =X, =1-(—2)=?=&5' P-2.5)

&
L

H punto Q se encuentra sobre la recta que pasa por Py tiene pen-
diente m = - 5 (figura 2.11).

Figura 211
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/Q[1,7+ J2)

2

4+ X

Fgura 2,12

5. Si P(0,7) y m=+/2, encontrar las coordenadas de otro

punto de la recta que pasa por Py tiene pendiente n.

Solucién:

Para encontrar otro punto, a partir de P, avanzamos hori-
zontalmente 1 unidad hacia la derecha llegando al punto
de coordenadas (1, 7). A partir de este punto, subimos ver-
ticalmente /2 unidades, llegando asi al punto Qltl, 7+ ﬁl
Podemos comprobar que la recta que pasa por los puntos

y Qtiene pendiente n:

Y= N - 7"‘""{5—? =VE-
X, =% 1-0

El punto Q se encuentra sobre la recta que pasa por Py tiene
pendiente m (figura 2.12).

Calculo del angulo de inclinacion cuando se conocen dos
puntos de la recta

Lostrenes de alta
velocidad requieren vias
lo mas rectas posibles y
cuya pendiente no exceda
de -1

25

Fgura 2,13

X

no vertical conociendo dos puntos de ella, P(x,y,) y
Q(x,,y,) primero calculamos su pendiente:

m= Ya—= W

’
X, =X

yentonces a = tan " m,

Hay tres casos posibles:

Si m = 0,entonces ¢ = tan"" 0 =0° y, por tanto, se trata de una recta horizontal.
Si m > 0, entonces a = tan"' m cumple que 0°< & < 90°. Esto sucede en la fi-
gura2.13,yaquey, - y, >0 Yy x, — x, > 0y, por tanto, el cociente m es positivo.
Si m < 0, entonces a = tan"' m cumple que 90° < & < 180°, Esto se presenta
en la figura2.14, yaque y, = y, <0 y x, = x, >0 y por tanto, el cociente m es
negativo.

Yai

Y

FRCx, )

Qlx,.y,)

Figura .14

Para encontrar el angulo de inclinaciéon a de una recta
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Uso de la calculadora para obtener una aproximacion de «

En los dos primeros casos anteriores, es decir, cuando m =0 o m > 0, aplicamos la
funcién tan™ de la calculadora al valor m y obtenemos un valor para «.

En el tercero, cuando m < 0, por lo general no podemos hacer lo anterior, pues
muchas calculadoras no calculan tan™" m cuando m es negativo.

Entonces procedemos de la siguiente manera: calculamos tan™' (-m) —nétese
que —m > 0— y obtenemos un angulo . Entonces,

@)

Con base en la figura 2.14 explicaremos por qué se procede de la manera antes
descrita cuando m < 0.

Consideramos el triangulo rectangulo PQRy observamos que los angulos o y
B son suplementarios por ser alternos externos. Asi,

@)

Por otro lado, tenemos que:

%_ ‘yz “")"1‘ ~ “‘{yz _,yl) ¥, =¥ Algunas calculadoras _)

tan ﬁ = = = == = =1H. cientificas pueden dar
PR |xz EE: JCll Xy =% Xy =% los Angulos en grados o
en radianes. Aseglirate
Osea, de que los esté dando en
grados. Para ello oprime
U v cos.
tan,B = =m; Si la respuestaes 90, los
esta dando en grados; si
olo que es lo mismo B =tan™" (~m) y por (2.3) @ = 180° - B. es 1,57, en radianes.
b
1. Encontrar el dngulo a queforma la recta que pasa por los pun-
tos P(—4,-2) y Q(3,5) con el eje X.
Solucién:
El dngulo a es el angulo de la recta. Encontramos la pendiente
de la recta:
5-(-2)
mnm= ——= l’
3-(-4)
de donde: X
a=tan"'m=tan'1
Con una calculadora, encontramos el angulo cuya tangente es Figura 2.15
1,y obtenemos a = 45°. La recta que pasa por Py Q forma un
angulo de 45° con el eje X (figura 2.15). N7



@ 40 Geometria Analitica

L
¥ 2. Encontrar el angulo de inclinacion o de la recta que pasa por los puntos

P(-3,1)yQ(0,1-343).

2
: P\t\ ) Solucién:

—4 >4 Encontramos la pendiente de |a recta:

-2 1- =1
e N

-3

0-(-3)

Con una calculadora, encontramos el angulo cuya tangente es— (-v@ ) =3
-6 y obtenemos 8 = 60°.

Figura .16
N De acuerdo con (2.2) tenemos que;

a =180° -60° =120° (figura 2.16).

Como graficar la recta conociendo uno de sus puntos y su
pendiente

La pendiente nos dice cuanto subir o bajar verticalmente por cada unidad que avan-
zamos horizontalmente. Usaremos esto para dibujar una recta cuando conocemos
un punto de ella y su pendiente.

1. Dibujar la recta que pasa por el punto O(0,0) y tiene pendiente %.

Solucién:

Apartir de O(0,0) avanzamos horizontalmente 4 unidades (el denominador
de la pendiente) hacia la derecha, llegando al punto R(4,0) (figura 2.17).
A partir de este punto, subimos verticalmente 7 unidades (el numerador
de la pendiente), llegando asi al punto Q(4, 7) (figura 2.18).

Ya Yy Y
7T 7T Q@4,7) 71 Q(4,7)

(40)  0(0,0)

0(0,0) T (4,0 0(0,0) R(4,0)
T2 4 X i X

Fgura 2.17 Figura 218 Flgura 219

Y

B e

Trazamos la recta que pasa por los puntos Oy Q, que tiene pendiente Zy
esta inclinada hacia la derecha (figura 2.19). y




Comprobacién:
Aplicamos la férmula (2.1) a los puntos O(0,0) y Q(4, 7):

7-0 7

M= —=

4-0 4

. Dibujar la recta que pasa por el punto P(1,3) y tiene pendiente 2.

Solucién:

Escribimos —2 como 7. A partir de P(1,3) avanzamos horizontalmente
1 unidad (el denominador de la pendiente) hacia la derecha, llegando al
punto R(2,3) (figura 2.20). A partir de este punto, bajamos verticalmente
2 unidades (bajamos, ya que el numerador de la pendiente es negativo),
llegando asi al punto Q(2,1) (figura 2.21).

¥ Y
P(1,3) P(1,3)
31 *>eR(2,3) 3t *>¢ R(2,3)
2 2 ;
| it Ve
| 1 > 3 X | 1 5 3 X
Fgura 2.20 Figura 2.21

Trazamos la recta que pasa por los puntos Py Q, que tiene pendiente —2
y esta inclinada hacia |a izquierda (figura 2.22).

Comprobacién:
Aplicamos la férmula (2.1) a los puntos P(1,3) y Q(2,1):
i D,
2-1
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Ejercicios

Encuentra la pendiente de la recta que pasa por los dos puntos dados.

P(-9,0), Q(0,3). 9. P(-2,-1),Q(-2,-4).
P(3,2), Q(6,2). 10. P(4m,0), Q(0,9m).
P(5,7), Q(-1,4). 11. P(3m,5), Q(-8m,2).
P(-5,5), Q(1,1). 12. P(—6,-3), Q(4,-7).
P(-2,-2), Q(-1,6). 13. P(13,1),Q(0,1).
P(7.5,-2.2), Q(4.8,~5.6). 14. P(442,8),Q(V2,6).
P(1.3).Q(3:3)- 1. P(v2,245) Q(2.5).

P(-5.3).Q(8,%)
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16. Halla la pendiente de las rectas £, £,y £ ,donde:
£, pasa por los puntos P(-5,2) y Q(-3,4).
£, pasa por los puntos P(-5,2) y R(4,2).
£, pasa por los puntos P(—5,2) y S(-1,-3).
Dibuja todas las rectas en el mismo sistema de ejes coordenados. ;Qué
puedes decir de estas rectas?
17. Dibuja una recta que pase por P(1,3) y tenga pendiente positiva.
18. Dibuja una recta que pase por P(1,3) y tenga pendiente negativa.
19. Dibuja una recta que pase por P(1,3) y tenga pendiente cero.

En cada caso, dibuja la recta que pasa por el punto Py tiene pendiente m.

20. P(1,0), m=2. 25. P(0,-2),m=4.

21. P(0,0), m=-3. 26. P(3,7),m=-1.
22, P(-2,8), m=0. 27. P(6,-2),m=1%.
23. P(5,5),m=1. 28. P(-3,-1),m=2.

24. P(7,-3),m=-1.

29. Los vérticesde un tridangulo son A(1,8), B(-7,4) y C(4,-3). Encuentra la
pendiente de cada lado del triangulo.

30. Los vértices de un tridngulo son A(-5,6), B(—4,-4) y C(6,0). Encuentra
la pendiente de cada lado del triangulo.

w
e
b

=
w
L

Ecuacion de la recta conociendo uno de sus puntos
y su pendiente

Podemos obtener la ecuacién de una recta de varias maneras, dependiendo de los
datos que sepamos de ella; reciprocamente, si tenemos la ecuacién de una recta,
podemos escribirla en distintas formasy obtener de estasinformacién directa sobre
la recta.

Forma punto-pendiente

En este caso, obtenemos la ecuacién de la recta a partir de conocer un punto de ella
y su pendiente.

Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(5,4)y tiene pendiente
cuatro.

Solucién:
Si Q(x,y) es cualquier otro punto de la recta, entonces la pendiente es:

y-4

m=—’
x=5



pero sabemos que m1 =4; entonces,

s y-4
x=-3
Al despejar, obtenemos:
y-4=4(x-5).

Esta ecuacion también es satisfecha por P(5,4) (figura 2.23).

En general, consideremos el problema de encontrar la ecuacién de la recta que pasa

por el punto P(xl, yl) y tiene pendiente m.
Si Q(x, y) es cualquier otro punto de la recta, se debe satisfacer:

m=2L"N
x=x,

Al despejar, obtenemos:

(;v-y, =m(x-xl)J 52

la cual también es satisfecha por P(xl, y)-

Esta manera de presentar la ecuacién de la recta se llama forma punto-pendiente
de la ecuacion de la recta, ya que la obtuvimos conociendo la pendiente y un punto
de ella. Reciprocamente, si vemos una ecuacion de este tipo, podemos saber por
qué punto pasa la recta y qué pendiente tiene (ver el segundo de los siguientes
ejemplos).

1. Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por (4,—1) y tiene pendiente —2.

Solucién:
Usamos (2.4) con {x, » Y ) = {4,-1) y m=-2y obtenemos:

y=p=m(x-x)
y=(-1)=(-2)(x-4)

y+1=-2(x-4).

2. Darun punto y la pendiente de la recta y - 5= -7(x + 3).

Solucidn:
Llevamos la ecuacién dadaalaformay -y, = m{x -X, ):

y-5=-7(x-(-3)).
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P(5,4)

Figura 223

Dado un punto P[_\'I,}-I1 y )
un nuamero m, laecuacién
de la recta que pasa por P
ytiene pendiente m es
y=y=mx-x).
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Observamos que;
yl = 5‘) xl = ""3‘) m= ‘-'7;

de donde tenemos que la recta pasa por el punto P(-3,5) y tiene pen-
diente m=—7.

3. Graficar la recta cuya ecuacion es 3x + y = 2.

Solucién:
» Primer método:
Llevamos la ecuacién dada a la forma (2.4):

y—2=-3x,
0 s€ea,
y=2=-3(x-0).

La informacién que obtenemos con esta Ultima ecuacién es que
la recta pasa por el punto P(0,2) y tiene pendiente —3. Para graficar
la recta, primero localizamos en el plano cartesiano el punto P(0,2).
Expresamos la pendiente =3 como 3. A partir de P(0,2) avanzamos
horizontalmente 1 unidad hacia la derecha (el denominador de la pen-
diente), llegando al punto (1,2) (figura 2.24); a partir de este punto,
bajamos verticalmente 3 unidades (bajamos porque el numerador es
negativo), llegando al punto Q(1,-1) (figura 2.25).

Y} Y
PO,2) L[, (12) P02) L1, 0.2)

2 2 1 X iy t 2 4 X
= -2+ Q(1,-1)

Figura 2.24 Hgura 2.25

Ahora unimos los puntos Py Q con una recta (figura 2.26).

Y] » Segundo método:
Despejamos y:
\ y==3x+2.
2% P0,2)
\ Si x=0,entonces y = =30 + 2 = 2, es decir, la recta pasa porel pun-
o o to P(0,2).Ahora podemos tomar cualquier otro valor de xy encontrar
T \ el correspondiente de y, por ejemplo, si x==1, entonces y=5.
—21 Q(L,-1) Hemos encontrado queel punto Q(—1,5) también esta sobre la rec-

Figura 2.26 ta. Trazamos la recta que pasa por Py Q.




Forma pendiente-ordenada al origen

Ahora también conocemos la pendiente 7 de la recta y uno de sus puntos P, pero
ese punto es uno muy particular: aquel en que la recta corta el eje ¥; a la ordenada
de este punto P, que usualmente se denota con la letra b, se le llama ordenada al
origen de la recta. Es decir, las coordenadas de Pson (0,b) y b es la ordenada al ori-
gen de la recta. Como conocemos un punto de la recta P(0,b) y su pendiente m,
podemos obtener, por medio de (2.4), la ecuacién de la recta:

y-b=m(x-0),

que también se puede escribir como:

= b.
s

Esta ultima ecuacion se conoce como la forma pendiente-ordenada al origen de
la ecuacién de la recta.

Yai

P(0,b)

tan ax=m

\ X

Fgura 2.27

1. Encontrar la ecuacién de la recta que tiene pendiente 3 y que corta el eje
Y en el punto —L.

Solucién:

La pendiente es m =3 y la ordenada al origen es b=—1. Sustituimos estos
valores en la ecuacion (2.5) entonces:

y=mx+b
y=3x+(-1)
y=3x-1

Asi, la ecuacion buscada es:

y=3x-1

La linea recta 45 D

En Inglaterra se usa )
y=mx+ ¢, pueses
costumbre denotar por ¢

a una constante arbitraria.
En cambio en Estados
Unidos de América se usa
y=mx+ b.

: 3

Laecuacién y=mx—+ b
corresponde a la rectacon
pendiente m que corta el
eje Yen b.
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2. ;Cual es la pendiente de la recta y = — 7 x - 57 Graficar esta recta.

Solucion:
La ecuacién dada esta escrita en la forma (2.5). La recta corta

Y
Q(1,7)
6
4
P(0,3)

= | 1 2 X

Figura 229

Figura 2.30

2 X el eje Y en b=-5, es decir, pasa por el punto P(0,-5) y tiene
pendiente m = - 2 = 3>, Ahora elegimos cualquier otro valor
de x y lo sustituimos en la ecuacion de la recta para obtener

0,-5) el valor y correspondiente. Por ejemplo, si x=-3 entonces:

\ y=-3(-3)-5=-3.

3

Figura 2.28

Ossea, larecta pasa también por el punto R(-3,—3). Trazamos la recta que
pasa por Py R (figura 2.28).

3. Graficar la recta que tiene por ecuacién 4x - y = =3.

Solucién:
Escribimos la ecuacion en la forma pendiente-ordenada al origen, es decir,
dejamos la variable ysola en uno de los miembros de la ecuacién:

4x-y=-3
-y=-4x-3
y=4x+3.

Larecta corta el eje Y en b=3 y tiene pendientem=4 =4,

Marcamos el punto P(0, 3); a partir de ahi, avanzamos 1 unidad a la
derechay 4 haciaarriba para llegar al punto Q(1, 7). Trazamos la recta que
une Py Q (figura 2.29).

4. Encontrar el dngulo de inclinaciéon o de larecta 3x -3y =>5.

Solucién:
Debemos encontrar primero la pendiente de la recta. Para ello, la escribi-
mos en la forma pendiente-ordenada al origen:

3x-3y=5
=3y==3x+5

y=x->
5

La pendiente de la recta es m=1, es decir, tana = 1. Debemos usar una
calculadora o, simplemente, acordarnos del tridngulo rectangulo cuyos
angulos agudos miden 45° para encontrar que el dngulo cuya tangente
esles a=45"

El dngulo de inclinacién de la recta 3x -3y =5 es 45° (figura 2.30).




5.

Encontrar el 4ngulo de inclinacién e de la recta~/3x + y=1=0.

Solucién:
Escribimos la ecuacién en la forma pendiente-ordenada al origen para
encontrar la pendiente:

ﬁx+y-1=0
y=-\1§x+l,

asi que m = —/3. Utilizando una calculadora, encontramos que el angulo
Cuya tangente es — ﬁ-ﬁ =3 es B = 60°. También podemos obtener este
valor recordando el tridangulo rectangulo cuyos angulos agudos miden 30°
y 60°. De acuerdo con (2.2), tenemos que:

o =180°-60°=120°.
El Angulo de inclinacién de la recta J3x+ y=1=0 es 120° (figura 2.31).

El nimero de Mach M de un avibn se define como el cociente de su velo-
cidad V, entre la velocidad del senido V,, que puede considerarse cons-
tante, aunque disminuye a medida que baja la temperatura de la atmas-
fera. Asi, M esta dada por la ecuacion:

Esta ecuacidn representa una recta que pasa por el origen (b=0) y cuya
pendiente es m = y-. Seguin su velocidad de vuelo, los aviones se clasifican
por su ndimero de Mach en:

b Subsdnico si M<0.7.

» Transonico si 0.7 <M<1.2,

b Supersénico si 1.2<M<5.

b Hipersdnico si M= 5,
El nimero de Mach esun niimero adimensional, es decir, un nimero que
no tiene asociadas unidades fisicas que lo definan.
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Fgura 2.31

Bnstein utilizd las ideas J
de Mach (Ernst Mach
1838-1916, fisico y filésafo
austriaco) en sus trabajos
yenuncio el princpio

de Mach diciendo "la

masa inercial no esuna
caracteristica intrinseca de
un mévil, sino una medida
de su acoplamiento con el
resto del universo”.

Otros ejemplos de )
nameros adimensionales
son el nimero de Euler,

que se utilizaen mecanica
de fluidos; el de Biot, usado
en calculos de transmision
de calor; y el de Fresnel,
utilizado en 6ptica.
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Encuentra la ecuacion delarecta que pasa por el punto dado ytiene pendiente m.

1.

2.
3.
4.
5

P(2,3),m=-1. 6. P(1.25,0.5), m=—6.
P(-2,7), m=5. 7. P(0,4),m=-2,
P(-1,-5), m=0. 8. P(-5,-5),m=-1.
P(8,0),m=m. 9. P(3,-7),m=4%.

P(-9,-3), m=-10.
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La ecuacién de demanda )
obedece laleyde la
demanda: lademanda

de un bien o servicio
disminuye si el precio
aumenta y se incrementa

si el precio disminuye.

Halla la ecuacién de la recta que tiene pendiente m y que corta el eje Yen el

punto dado.

10. m=3,b=nx 16. m=3,b=%

11. m=0, b= 17. m=%,b=16
12. m=11, b=0. 18. m=-L,b=-1.
13. m=3,b=-8 19. m=—6,b=12.
14. m=-12,b=-2 20. m=+/5, b=

15, m=7,b=-1 21. m==J10,b==J7
Grafica las siguientes rectas.

22, 3y-5x=0. 28. 8x+4y=-16
23, y=-2. 29, 3x-5y-8=0
24. 3x+2y=-9. 30. x+y-7=0
25. =2x+5y=3. 3. y=12.

26. 4x-y=11. 32, —3y+3x=—%.
27. -9y+6x=-18. 33. fy+3x-12=0.

34. Encuentralaecuaciéndelarectahorizontalquepasaporelpunto P(=2,—4)
y graficala.

35. Una recta con pendiente —2 pasa por el punto P(5,~1). La abscisa del
punto Q que estd en esa recta es 1. Encuentra la ordenada de Q.

36. Una recta con pendiente — 3 pasa por el punto P(—4,5). La abscisa del
punto Q que esta en esa recta es 3. Encuentra la ordenada de Q.

37. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,2) y que
corta el eje X en —8.

38. Deduce la forma pendiente-abscisa al origen de la ecuacion de la recta.
Es decir, encuentra la ecuacién de la recta que tiene pendiente m y que
corta el eje X en el punto a.

Encuentra el Angulo de inclinacién de la recta dada con el eje X.
42, x+y+4=0.

43. Sx+6y-12=0.
44, 7x-3y+6=0.

39. \ﬁx+y+6=(}_
40. \3x-2y-5=0.
41. x-2y+3=0.
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Ecuacidn de la recta conociendo dos de sus puntos

Un colegio organiza un paseo a las grutas de Cacahuamilpa. Al hacer el andlisis del costo,
se determina que si asisten 30 nifios, el costo que debe cubrir cada uno debe ser de $80.
Si van 40 nifos, entonces el costo sera de $75 por nifio. Suponiendo que la ecuacion de
demanda es lineal, jcudl serfa el costo que debe cubrirse por persona si asisten 90 ninos?

Solucién:

La ecuacion de demanda relaciona el niimero de demandantes (nifos asistentes)
con el cobro por atender a cada uno de ellos. Que la ecuacién sea lineal quiere decir
que se trata de la ecuacién de una recta.
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Llamamos x al nmero de nifios y pal precio que debe pagar cada uno. Conside-

raremos parejas de la forma (x, p). Con los datos del problema, tenemos P(30,80) y
Q(40,75) (figura 2.32).

X4 P(30,80)
80.
ol QU075
4 R(90,45)
201
10203I0405060?08090 5{

Fgura 2,32
Con las parejas dadas calculamos la pendiente, es decir,

_75-80
40-30

1
m =
2

Ahora elegimos cualquiera de los dos puntos que conocemos, digamos Q(40, 75),

para usar la forma punto-pendiente (2.4) y encontrar la ecuacién de demanda; es
decir, en la ecuacién:

p-p,=m(x-x),

sustituimos los valores numéricos conocidos para obtener:
1
p-75=-—(x-40).
2
Asi, la ecuacion de demanda es:

1
=—-—x+95.
P 2

De manera que si asisten 90 nifios, es decir x=90, entonces al sustituir obtenemos:

p=-»%(90)+95=50. .

Las dos ecuaciones ,)

¥, Y, 1

Es decir, cada nifio pagara $50. i
yy=y= 220 (x-x,)

i Xy= X,

Veamos ahora como encontrar, en general, la ecuacion de la recta que pasa por dos d_ :
puntos dados P(x,,y,)y Q(x,,,),con X, #x, .Si conocemos dos puntos de la recta, ;3';9555:13;'1;5';':icttc‘;‘s

podemos encontrar su pendiente: Pl 3, ¥ Qx50
¥, =V siempre que x, #x,.

M=
X =X
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ahora, tomando cualquiera de los dos puntos que conocemos, digamos P (xl, JA
podemos encontrar la ecuacion en su forma punto pendiente (2.4):

G’Hy] =)’z_"&(x_xl}]
X, =X (2.6)

-

1. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(4,—1) y Q(8,3).

Solucién:
Usamos P(4,~1) como el punto de coordenadas (x,, y,) y sustituimos en (2.6):
g
X-x
=% xz_hx]{ )
1
y-0=EE0 Gy
i ﬂ(x 1)
Yi
31 Q(8,3) y+l=x-4
24
y=x=5

8§ X Veamos ahora qué pasa si, en lugar de elegir P,elegimos Q(8,3) como
el punto de coordenadas (x,,y,) para hacer la sustitucién en (2.6):
Y= N (

Yy=h= x"’xl)

2
Agura 2.33 -1-3

Hemos obtenido, como era de esperarse, la misma ecuacién (figura 2.33).

2. Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P(5,2) y Q(7,-2).

Solucién:
Elegimos Q como el punto de coordenadas (xl, yl) y sustituimos en (2.6):
y-y, =220 (x-x)
Xy

_2-(=2)
e

y+2=-2(x-7)
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y==2(x-7)-2
y==2x+12,

También podemos calcular, primero, la pendiente:
=2=2

m= =]
Th

y después sustituir en la ecuacion (2.4) (figura 2.34):

y=(-2)=-2(x-7)

y+2=-2x+14
y==2x+12.
! il
24 Q
Figura 2.34
’,
Rectas verticales
Y A

Las ecuaciones anteriores sirven para representar cualquier recta,
excepto las rectas verticales, ya que estas no tienen pendiente. Sin
embargo, las ecuaciones para las rectas verticales son muy sencillas,
pues todos sus puntos tienen la misma primera coordenada. Asi, la
ecuacion de la recta vertical que pasa por el punto (4, k) es:

h X

x=h
Agura 2.35

1. Escribir la ecuaci6n de la recta vertical que pasa por (3, 2).

Solucién:
La ecuacién de la recta vertical que pasa por (3,2) es x=3 (figura 2.36).

Y
21 T P(3,2) x=h es laecuacién de la )
11 recta vertical que pasa

— - por el punto (h,k) para

1 2 X cualkquier valor de k.

Agura 2.36
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En cada caso, escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos dados.

1. P(3,-4),Q(2.2). 6. P(-1,%),Q(%,-4).
2. P(4,0),Q(-7,-1). 7. P(7,2),Q(2,7).

3. P(-6,8), Q(3,-1). 8. P(-2,7),Q(-1.42).
4. P(%,5),Q(2,3). 9. P(-11,-3), Q(-18,-24).

s. P(:3).Q(5:3).

En cada caso, prueba que los puntos dados son colinealesy encuentra la ecuacién
de la recta que pasa por ellos.

10. P(-2,3), Q(1,2), R(4,1). 13. P(5,-3), Q(0,-5), R(10,— 1)
11. P(~4,-3),Q(-1,1), R(2,5). 14. P(7,10),Q(3,%),R(-1,4
12. P(0,7), Q(5,-13), R(-2,15). 15. P(1,-2)Q(-1,- 2}.R(1,-— 1)

En cada caso, se dan los vértices de un triangulo; dibdjalo y encuentra las ecuacio-
nes de sus lados.

16. A(-5,3), B(1,3), C(-1,6). 18. A(-3,2), B(4,4), C(6,-3).
17. A(8,0), B(2,-2), C(-5,1). 19. A(-2,5), B(9,-5), C(7,0).

20. Los vértices de un cuadrildtero son A(5,-2), B(4,4), C(-1,2), D(-2,-2). Di-
bujalo y encuentra las ecuaciones de sus lados y de sus diagonales.
21. Halla los puntos que equidisten de los puntos A(=7,5) y B(6,-3).

Encuentra la ecuacién de |a recta que pasa por los puntos medios de los segmen-
tos ABy CD,donde:

22. A(9,-2), B(2,-1), C(-5,3), D(-2,7).

23. A(—4,-2), B(-1,—4), C(-1,6), D(1,2).

24. Unacompaiiia hace una cotizacion para un banquete, de manera que el costo
es de $12 000 para 100 personas, o de $16500 para 150 personas.

a. Encuentra la ecuacion que determina el costo del banquete para x perso-
nas, suponiendo que estd dado por la ecuacién de una recta.
b. ;Cuéanto costaria el banquete para 125 personas?

25, Un viaje con boleto de avién incluido tiene cierto costo por persona. Si se de-
sea permanecer un tiempo mayor en el lugar, se debe pagar una cuota adicio-
nal por noche. Con permanencia de dos noches adicionales, el pago total es
de $6400 y, con seis noches adicionales, el costo es de $8 200. Los alimentos
no estan incluidos.

a. Encuentra, suponiendo que esta dado por la ecuacion de una recta, el
costo total del viaje con x noches adicionales.

b. ;Cual es el costo sin noches adicionales?

c. jCuanto cuesta cada noche adicional?
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26. Un punto P(x, y) equidista de los puntos Q(—4,—1) y R(1,—4). La recta que
une P con el punto S(-3,3) tiene pendiente - 2. Encuentra las coordenadas
del punto P.
27. Considera el cuadriltero con vértices A(—6, 1), B(-3,-5), C(2,-2) y D(3,3).
a. Encuentra los puntos medios de ABy CDy la ecuacidn de la recta que los une.
b. Halla los puntos medios de AD y BC.y la ecuacion de la recta que los une.
c. Encuentra el punto de interseccion de las rectas obtenidas en los incisos
anteriores,
d. Localiza los puntos medios de las diagonales ACy BD y |a ecuacion de la
recta que los une.
e. Prueba que el punto obtenido en el inciso c. esta sobre la recta que obtu-
visteen el d.

v
L2
i
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Forma general de la ecuacién de la recta

MNos gustaria tener una forma de la ecuacién de la recta que cubriera tanto las rectas
verticales como las que no lo son. Esta es |a forma general de |a ecuacién de la recta
y se obtiene pasando todos los términos de |a ecuacién a un miembro, de manera
que este quede igualado a cero:

(Ax+By+C=0.) (27)

Al menos uno de los coeficientes A y B debe ser distinto de 0.

1. Escribir la ecuacién y = 4x + 5 en la forma general.
Solucion:
Si pasamos todos los términos de un lado de la ecuacion, obtenemos la
ecuacién en su forma general:

4x-y+5=0

2. Escribir, en la forma general, la ecuacion de la recta que pasa por P(-3,2)
y tiene pendiente 8.

Solucién:
La forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta es:

y-2=8(x+3)

efectuando las operaciones, y pasando todos los términos de un lado de
la ecuacion, obtenemos la forma general de la ecuacion:

8x-y+26=0.
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3. Encontrar la forma general de la ecuacién de la recta que pasa por el
punto P(4,3) cuyo dngulo de inclinacién es 135°,

Solucién:

Debemos encontrar la pendiente de la recta para poder utilizar la ecua-
cién de la recta que pasa por un punto conocido y tiene una pendiente
dada. La pendiente de la recta es la tangente del angulo que forma dicha
recta con el eje X.

m=tan135° = - tan 45° = -1,

ya que 135° y 45° son angulos suplementarios (el valor de tan 135° tam-
bién se puede obtener directamente usando una calculadora). La ecua-
cién de la recta es:

y=-3=-1(x-4).

Pasamos todo al primer miembro para obtener la ecuacién en
la forma general:

x+y=-7=0.

Ejemplos

La forma general de la ecuacion de larectaesx + y - 7 =0 (fi-
Figura 237 gura 1.37).

4, Encontrar la forma general de la ecuacion de la recta vertical que pasa por
el punto (—4,5).

Solucién:

Como la recta es vertical, entonces todos sus puntos tienen la misma pri-
mera coordenada y, como la recta pasa por (—4, 5), ese valor comtin debe
ser —4; de donde la ecuaci6n es:

x=-4,

Al pasar todo al primer miembro, obtenemos la ecuacion de la recta en
su forma general:

x+4=0,

Consideremos la recta Ax + By + C = 0. Entonces al menos uno de los dos coeficien-
tes A o Bes distinto de 0, en tanto que Cno tiene restriccion alguna.

Si B=0, entonces A= 0 yla ecuacion se reduce a Ax+C=0,es decir, se tratade la
recta vertical:



Si B=0, entonces la recta Ax + By + C =0 tiene pendiente m = -4 y ordenada
al origen —<$, ya que al despejar y se obtiene:
A C

e
4 B B

que es la ecuacion de la recta en su forma pendiente-ordenada al origen:
y=mx+b.
Asi,m=-4yb=-%,.
Observamos que para que la recta Ax + By + C = 0 sea vertical, es necesario y

suficiente que B=0. En particular, si B=0, entonces la recta con ecuacién general
Ax + By + C = 0 no es vertical.

= 1. Encontrar |a pendientey la ordenada al origende larecta 2x -5y +1=0.

Solucion:
La pendiente es:
e
=5 5
y la ordenada al origen,
1 1
b = e———= —
=5 5

Si una ecuacién se obtiene de otra efectuando las operaciones siguientes:
» Sumar la misma cantidad (que puede ser una expresién algebraica) de ambos
lados de una ecuacion.
» Multiplicar ambos lados de una ecuacién por la misma cantidad distinta de
cero.
Entonces, las dos ecuaciones son equivalentes.

Dos ecuaciones que son equivalentes representan el mismo lugar geométrico. En el
caso de ecuaciones lineales en dos variables, representan la misma recta. Observa
que la forma general de la ecuacién de la recta puede escribirse de diversas maneras,
ya que si multiplicamos la ecuacion:

Ax+By+C=0

La linea recta 55 D
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Pensamient

critic

En la ecuacién general de
larecta Ax+ By+ C=0,sl
C=0yA #0,;quétipode
recta es?

por una constante A distinta de cero, obtenemos la ecuacién:

AAx + ABy + AC =0,

que es de |a misma forma que la anterior y representa la misma recta.

1. Probar que las tres ecuaciones siguientes son equivalentes:

3x-6y+12=0,
x=2y+4=0,
-x+2y-4=0. (2.8)

Soludién:
Obtenemos la segunda ecuacion multiplicando la primera por 3:

3x-6y+12=0
1
;(3x—6y+12)=0
x=2y+4=0,

Obtenemos la tercera multiplicando la segunda por (-1):

x=2y+4=0
—(x—2y+4)=0
-x+2y-4=0.

Por tltimo, obtenemos la primera multiplicando la tercera por (—3):

-x+2y-4=0
-3(-x+2y-4)=0
3x-6y+12=0.

Asi, las ecuaciones son equivalentes. Las tres representan la recta cuya
ecuacion escrita en la forma pendiente-ordenada al origen es:

s 2
=—x+2,
Y 2

Esta Gltima ecuacion es equivalente a las anteriores, pues se obtiene a partir
de cualquiera de ellas utilizando sucesivamente las dos operaciones que
producen ecuaciones equivalentes.
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Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto P y tiene pendiente
m.Escribela en la forma general Ax + By +C=0.

1. P(-5,0),m=3. 4. P(-4,-1), m=5.
2. P(0,), m=%. 5. P(-v2,42),m=-1.
3. P(6,3), m=-1. 6. P(-3,1),m=7.

Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py Q. Escribela en la
forma general Ax+ By +C=0.

7. P(2,-3), Q(6,-1). 10. P(-1,0), Q(0,1).
8. P(V2,1), Q(-3,-3). 1. P(-%,-x), Q(2x,5x).
9. P(0,4), Q(2,0). 12. P(%,2), (%.3).

13. Las escalas en grados Fahrenheit o Celsius (en grados centigrados) para
medir la temperatura estan relacionadas por la ecuacién lineal:

5
C=—(F-32).
(F-2)

Grafica esta recta colocando Fen el eje horizontal y C en el gje vertical
y responde:

a. ;A cuantos grados centigrados equivalen 32°F, 100°F y 410°F?

b. ;A cuantos grados Fahrenheit equivalen 36.5°C, 100°Cy —10°C?

€. iEn qué valor coinciden las escalas Celsius y Fahrenheit?

Encuentra la forma general de la ecuacion de la recta que pasa por el punto P
awyo angulo de inclinacién es a.

14. P(-2,-1), & =120° 17. P(-1,-5), x=60°.
15. P(3,5), =75 18. P(5,8), =30
16. P(4,-3), a=45°. 19. P(2,—6), a =45°.

Escribe la forma general de la ecuacién de la recta con pendiente m y orde-
nada al origen b.

20. m=-5,b=1. 23. m=-¢, b=-10.
21. m=8,b=-3. 2. m=%,b=2.
22- m=2,b=6- 254 m=~l;b=“%
Determina si la recta dada es o no vertical.

26. y = 2x. 29. x -32=3y.

27. 5y =0. 30. —x+25=0.

28, —x-y-1=0. 3. 7x+1=y.
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Pensamient

CTItIC

En la ecuacién general de
larecta Ax + By+ C =0,sl
A=0yB=0, quétipode
recta es?
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La ecuacién i + JE—'; =1 se )
llama forma simétrica de la
ecuacioén dela recta, que
cortael eje Yen byel eje
Xena.

Forma simétrica de la ecuacion de la recta
A partir de la forma general de la ecuacién de la recta:
Ax+ By+C=0,
podemos escribir:
Ax + By =-C,

Si C=0, podemos dividir entre —C obteniendo:

Ax B
__i__y:l,
-C -C

si, ademas, Ay B también son distintos de cero, podemos escribir la ecuacién ante-

ror como:

Llamamosa = =%y b = - £y escribimos:

a b

(2.9)

Esta ecuacion se llama forma simétrica de la ecuacion de la rectay tiene la ventaja
de que en ella podemos ver explicitamente los puntos donde la recta corta los dos

gjes (figura 2.38).
Yi

Pl

b/u X

Agura 2.38

Observaciones:
» Si x=0, obtenemos y=b.
» Si y=0, obtenemos x=a.

De las observaciones anteriores deducimos que la recta corta el eje Yen y=byel
eje X en x = a. Observamos que una recta corta ambos ejes en puntos distintos del
origen si, y sélo si, en su ecuacién, en forma general, A#0, B#0 y C#0; solamente
cuando se cumplen estas condiciones se puede escribir la ecuacién de la recta en la

forma simétrica.
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1. Encontrar la ecuacion de la recta que corta los ejes en (5,0) y (0,-3).

Solucién:
Hacemos a=5y b=-3; ahora, sustituimos en la ecuacién simétrica:

x. X

—_—
5 =3

=1
efectuando las operaciones podemos transformarla a la forma general:
=3x+5y+15=0.
2. Encontrar los puntos en los que la recta 5x +8y —6 = 0 corta los ejes.
Solucién:

Pasamos el término independiente al otro lado de la ecuacion y dividimos
entre él:

-

5x + 3)’ =6 Ya
5_x+3_y= 1, 2
6 6

— \- —
que puede escribirse como: -4 -2 ; 1 X

X -2

—_ z - 1'

% ‘i‘ Agura 2.39

Asi, la recta corta los ejes en (% ,0) y {0,%}.(ﬁgura 2.39).
Consideremos la recta Ax + By + C = 0. Cuando C=0 no podemos
presentar la ecuacién en su forma simétrica, ya que en este caso tenemos:

Ax+By =0
y no podemos dividir entre cero, pero alin podemos determinar
la interseccion de la recta con cada uno de los ejes: a ambos los
interseca en el origen 0(0,0). Esto es facil de comprobar, ya que:

A'O""B'O:ﬂp

es decir, 0(0,0) pertenece a la recta y obviamente O(0, 0) también

2

Existe una forma més de
la ecuacion de la recta
que es laforma normal:
xcosw+ ysenw—p=0
misma que usados
parametros:wy p, el
primero es un angulo y el
segundo es una distancia.

YA

esta en cada uno de los ejes.

Sin embargo, cuando de una recta (figura 2.40) sélo sabemos
que corta los ejes en el origen 0(0,0), no es posible saber de cual
se trata, necesitamos conocer mas informacion sobre ella.

FAgura 2.40
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:g Di, en cada caso, qué informacion inmediata te proporciona la ecuacién.
s
ir y=3x+8. 9. £42=1,

2, 24221, 10. $x+5y-12=0.

3. 6x-9y+7=0. 11. 5x-8y+3=0.

4. x-3=0. 12. y =-20x.

5. y+1=3(x-3). 13, y+i=-4(x+7).

6. y-2=3%(x-6). 14, y+8=83(x+9).

7. y+9=0. 15. y==2x+4.

8. y=-x.

Escribe las siguientes ecuaciones de rectas en la forma simétrica y graficalas.

16. 3x+8y-6=0. 21. y+7=6(x-4).
17. 6x-5y-30=0, 22, 20x-5y+25=0,
18. y=-2x+2, 23, 4x+7y-28=0.
19. y-3=-3(x+4). 24 y=—{ix+3.

20, 2x+20y-5=0,

Encuentra la ecuacién de la recta que corta el eje X en ay el eje Yen b.Escri-
bela en la forma general.

25\- ﬂ="5,b=8. 26- ﬂ="3,b=5. 27. a='—%pb=“’4-

28. Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1,4) tal que la
distancia del origen al punto de interseccion de la recta con el eje X sea
igual a la distancia del origen al punto de interseccion de la recta con el
eje Y. Sugerencia: usa la forma simétrica de la ecuacion de la recta.

Interseccion de rectas

Un fabricante de radios tiene costos fijos de $140 diarios mas $72 por concepto de
mano de obra y materiales por cada radio fabricado. Si cada aparato es vendido en
$107, jcudntos radios debe producir y vender cada dia el fabricante para garantizar
que no haya pérdidas ni ganancias?

Solucién:
El costo total de produccién de x radios al dia es:

C(x)=72x+ 140,
puesto que cada aparato se vende en $107, los ingresos correspondientes son:

I(x)=107x.



Para garantizar que no haya pérdidas ni ganancias, el costo total y los ingresos
deben ser iguales, es decir,

I{x)=C(x}
107 x = 72x + 140,

de donde:
107x-=72x =140
140
x=—=4,
35

La solucion de esta ecuacion es x = 4. De lo anterior deducimos que, para que
no haya pérdidas ni ganancias, debe producir y vender 4 radios diariamente, lo que
representara un costo y un ingreso iguales entre si: $428.

Dibujando las rectas y = C(x) y y =I(x), que representan el costo total y los
ingresos, observamos que se cortan en el punto (4, 428) (figura 2.41).

Y
600

400

200

y=C(x)=72x+ 140 y=I(x)=107x

Fgura 2.41

Sabemos que, dadas dos rectas en el plano, sucede uno y sélo uno de los siguien-
tes hechos:

» Secortan en un solo punto (figura 2.42).

b Son paralelas y distintas (figura 2.43).

» Son la misma recta (figura 2.44).

I N
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s

\
\

=l

Se cortan en un solo punto. Son paralelas y distintas.

Figura 2.42 Figura 2.43

Y

NG

Son la misma recta.

Fgura .44
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Y
51
-5 10

p X

-5

x+3y+1=0

-10

S5x=y-11=0

Figlira 2.45

Un punto en el plano esta en dos rectas si satisface las ecuaciones de ambas
rectas. Si tenemos las ecuaciones de dos rectas y queremos encontrar su intersec-
cion, lo que debemos hacer es resolver las ecuaciones simultaneamente, es decir,
encontrar sus soluciones comunes. De acuerdo con la discusién anterior, podemos
esperar uno y sélo uno de los siguientes resultados:

» Hay un solo punto (x,y) que satisface ambas ecuaciones. Este es el punto

donde se cortan las rectas (punto de interseccién).

P Ningln punto satisface ambas ecuaciones. Las rectasson paralelas y distintas.

» Las dos ecuaciones son equivalentes y todos los puntos que satisfacen una,

también satisfacen la otra. Las dos ecuaciones representan la misma recta.

1. Encontrar la interseccion de lasrectas 5x - y—=11=0 yx +3y+1=0,

Solucién:
Debemos resolver simultaneamente:

(2.10)

Paraeliminar una de las variables, multiplicamos la primera ecuacién por 3:

15x-3y-33=0

sumando las ecuaciones anteriores obtenemos:
l6x-32=0,
despejamos x:
x=2,

Ahora, sustituimos este valor en la segunda ecuacién de (2.8):

2+3y+1=0,
de donde:

y=-L

El punto donde se cortan las rectas es P(2,—1) (figura 2.45).
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b
2. Encontrar la interseccién de lasrectas 3x = y=5=0y6x -2y +7 =0.

Soludén:
Resolvemos simultaneamente;

3x-y-5=0
6x-2y+7=0.
Multiplicando la primera ecuacién por -2:
-6x+2y+10=0
6x-2y+7=0,

sumamosy obtenemos:

17 =0,

lo cual es falso. Por tanto, las rectas no se cortan, es decir, son paralelas
como se puede ver en la figura 2.46.

Ya Pensamient
57 Critic
6x—2y+7=0 C6mo son las pendientes
de lasrectas 3x - y-5=0
2 X y6x-2y+7=07
Figura 2.46

3. Encontrar la interseccién de lasrectas 3x -6y -9=0 y2x-4y-6=0.

Solucién:
Al tratar de resolver simultidneamente:

3x-6y-9=0
2x-4y-6=0;

multiplicamos la primera ecuacién por 2 y la se- 27
gunda por 3,y obtenemos: 1

6x-12y-18=0 /{ 4 6 X
6x-12y-18=0. T
3x—6y—-9=0
Es decir, que las ecuaciones originales son equi-
2x—4y-6=0

valentes y, entonces, las dos ecuaciones iniciales
representan la misma recta (figura 2.47). Fgura 247
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4. Con unabarrica de 110 litros de vinagre se quiere llenar 168 botellas, unas
de 1 litro y otras de 3. ;Cuantas botellas de cada clase se utilizaran?

Solucién:
Llamamos x a las botellas de 3 litro y y a las de 3 de litro. Planteamos el
sistema de ecuaciones:

x+y=168

L ? 110
—x+—y=110.
2 4}’

Despejamos x de ambas ecuaciones:

(2.11)
Igualamos las ecuaciones y resolvemos para obtener y:
3
168 — y =220~ E ¥y
104 =y.

Sustituimos este valor de y en cualquiera de las ecuaciones (2.11) para
obtener el valor de x:

x=168-104 =64.
Se utilizaran 64 botellas de  litro y 104 de 2 de litro.
Comprobacion:
Primera ecuacién: X+ y=64+104=168.

1 3

Segunda ecuacién:  1x+3y=1(64)+3(104)=110.

Ejercicios

En cada caso, determina si las rectas se cortan o no. Grafica las rectas.

1. 3x+9y=12 4. 5x-8y=2
x=3y=4. 40x+40y =13.

2. 4x-10y=-5 5. x=3y=4
7x=5y=-8. 3x-9y=12.

3. 3x+2y=-4 6. -12x+4y=11

6x+ 4y =20. 4x +2y=-7.




v
o
e

o
w
(W8]

71-

9.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

6x-3y=2 10, 6x+4y=-2
2x+6y=3. =3x-2y=1
6x+2y=-7 11. 4x -y =-17
2x+5y=-1. 2x+ y=11
3x-4y=4 12. Aax+2ny=2
2x-y=6. 2xx +67y =35.

Determina si las rectas 5x =6y =0, 2x - y=17 =0 y 3x =7y =0 forman
un triangulo. Si es el caso, encuentra sus vértices.

Determina si las rectas 3x -y +23=0, 4x+3y+30=0y 3x- y+11=0
forman un triangulo. Si es el caso, encuentra sus vértices.

Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(3,2) y por el punto
deinterseccion de lasrectas ¥ + =1y £+ % =1.

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(—4,5) y por el punto de
interseccién delasrectas £+t =1y 4+ 5 =1,

Prueba que |a recta que pasa por los puntos P(3,1) y Q(7,~2) divide en dos
partes iguales el segmento que tiene como extremos los puntos A(—8,4) y
B(6,4).

Prueba que la recta que pasa por los puntos P(2,-5) y Q(-1,6) divideen dos
partes iguales el segmento que tiene como extremos los puntos A(—3,-3) y
B(4,4).

Determina si las rectas x— y-2=0,3x+ y-18=0y3x+4y-27=0se
cortan en un punto.

Prueba que la recta que pasa por los puntos P(0,1) y Q(%,0) corta la recta

que pasa por el origen y cuya pendiente es 1 en el punto de coordenadas

R(L 1
243 2 243 J*

Encuentra los valores de las constantes a y b tales que las rectas
ax+3y-11=0 y-x +by - 8 = 0 se cortan en el punto P(2,5).

JCudanto miden los angulos de un triangulo si se sabe que uno de ellos mide
20°, y de los restantes, el doble de uno menos el otro es igual a 50°?

La densidad del plomo menos la densidad de la plata es igual a 0.88. Si al
doble de la densidad de la plata le restamos 9.59, se obtiene la densidad del
plomo. Encuentra las densidades del plomo y la plata.

Escribe el nimero 49 como suma de dos nimeros de tal manera que un
cuarto de uno de ellos mas un tercio del otro sea igual a 14.

Un ndmero de dos cifras cumple con las siguientes condiciones: la cifrade las
unidades es tres unidades menor que la de las decenas. Cinco veces la cifra
de las decenas menos cinco veces la de las unidades es igual a cero. Encuen-
tra la suma de la cifra de las unidades mas la cifra de las decenas.

La linea recta 65 D
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Angulo entre dos rectas

Consideremos dos rectas cualesquiera £, y £, que se corten en un punto A, como se
ve en la figura 2.48. En A, se forman cuatro angulos. Los dngulos 8, y &, son suple-
mentarios y cada uno de los restantes es igual a 6,0 8, por ser opuesto por el vérti-
ce. Asi, sélo hay que decidir entre 6,y 6, para definir el dngulo entre las rectas. Esto
crea cierta ambigiiedad, para evitarla, distinguiremos entre el angulo de £, a £, que
se obtiene al hacer girar, en sentido positivo (contrario al de las manecillas del reloj),
a la recta £, (recta inicial) hasta que coincida con la recta £, (recta final), que en la
figura es el angulo 8,y el dngulo de £ a £, que en la figura representamos como 6.,

Ez\y‘
a]

P
B e

Fglra 2.48

o

Por supuesto, al conocer &, 0 6, conocemos también el otro, ya que son suple-
mentarios. La recta £, corta el eje X en By su angulo de inclinacién es «,. La recta
£, corta el eje X en Cy su dngulo de inclinacion es a,,

Consideremos el triangulo ABC; como la suma de sus angulos interiores es de
180°, tenemos:

a, +6, +(180° -, ) = 180°

@)

asi que, para encontrar el angulo formado por las dos rectas, calculamos el dngulo de
inclinacién de la recta final (£,) menos el 4ngulo de inclinacién de la recta inicial (£,).

Si ninguna de las rectas es vertical, podemos también expresar la tangente de
B, en términos de las pendientes de las rectas £, y £,, recordando la formula de la
tangente de la diferencia de dos angulos:

es decir,

tana, - tan o,

tan6, = tan{a, - a; )= l1+tana, tana,
2 1

Si llamamos m, y m, a las pendientes de £, y £,, entonces:
m, =tana, ym, =tana,
y al sustituir en la ecuacién anterior, obtenemos:
(g T

\ 1+ m,m, (2.13)
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Ahora, calculamos el angulo 6,.Como 6,y 6, son suplementarios, entonces,
6, =180° -6,
de donde:
tanf, = tan(180° -6, ) = —tan 6,

es decir,

Observamos que, en cualquier caso, en el numerador aparece la pendiente de la
recta final menos la pendiente de la recta inicial.
Si las ecuaciones, en la forma general, de £,y £,son:

Ax+By+C =0
Ax+By+C,=0,

respectivamente, entonces sus pendientes son:

mm=tty -

A
B, B,

Sustituyendo estos valores en (2.11);

simplificamos las fracciones y obtenemos:

AB -
tan6, = AB, -4,B, ‘
A4, + BB, (2.14)

En general, la formula (2.14) es mas ficil de evaluar que la formula (2.13), con la Diasdas las rectas oyl )
ventaja adicional de que (2.14) sirve para calcular el angulo entre dos rectas, aun en ;.. ecuaciones son-
el caso de que una de ellas sea vertical. Ax+By+C =0y

Una forma de recordar esta formula es la siguiente: Ax+By+C, =0,

Se desea encontrar la tangente del angulo 6, de la recta £, a la recta £,. Escribi-  respectivamente, la
mos sus ecuaciones generales en ese orden: E‘"j“lm‘ ‘ft"f‘“gu'c’

1det,at,es
L:Ax+By+G =0 tan6, = L e
17 12

£,:Ax+By+C, =0.
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En cada una de ellas eliminamos las variables, los signos y 0:

4 B
4 B,

Para obtener el numerador de la fraccién que nos da tan 8, hacemos la opera-
cién indicada a continuacién:

A 5B,
A5

2

Esdecir, A|B, - A,B,.

Para obtener el denominador hacemos las operaciones:

A B
[

4, B
es decir, A|/A, + B, B,.
Al escribirlas como cociente, obtenemos el lado derecho de la férmula:
Dadas las rectas £,y £, J {6kl _AJBZ-AiBl
e ariiacks nac 1= '
cuyas ecuaciones son AlAz +Ble
y=mx+b yy=mx+bh,
respectivamente, la 5o : :
tangente del sngulo 6, de Cuando dos rectas son paralelas o coinciden, entonces convenimos en decir que

f,af,estand, = forman un éngulo de 0°.

rr——

1. Encontrarel dngulode larectax+3y+2=0alarecta-x+3y+5=0.

Solucién:

Llamamos & al angulo buscado. Determinamos su valor aplicando la for-
mula (2.12). Como, en este caso:

A =1 Bow
A =-1 B,=

3
3
entonces,

AB - AB _(1:3)-((-1)3) ..

6=
o AA, +BB, (1 -1))+(3:3) 8

2
4

osea, O es el dngulo cuya tangente esigual a 7 y este es 36.8°.




Otra forma para obtener la solucién es encontramos las pendientes de
las rectas:

x+3y+2=0 -x+3y+5=0
Jy=-x-2 3y=x-5
1 2 1 5
=Ty =3y

Dedonde,m, ==3y m, =3.
Utilizamos ahora la férmula (2.11) y obtenemos:

_m-m _ 5-(-3)

tan® -2
l+mm, 1+ %}(-%}_ 4’

que es la misma ecuacién que ya resolvimos: 8 = 36.8° (figura 2.49).

Y
\ ! Ez
T X
=x+3y+5=0 =T ¢
i x+3y+2=0

Fgura 2.49

2. Encontrar el dngulo de larecta5x -3y =4 alarectax =7.

Solucién:

Llamamos @ al angulo buscado. La recta x = 7 es vertical y, por tanto, no
tiene pendiente, asi que no podemos utilizar la férmula (2.13); pero, en
cambio, la formula (2.14) si es aplicable. Observamos que, en este caso:

A_]:S B]=—3 YJ\
A2=l Bz=0'. 107

Entonces: 81

_AB-A4B (5:0)-(1(-3))
0 AA BB, (5)+((-3)0)

B 4ngulo cuya tangente es % es 31° (figura 2.50).
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S5x—=3y=4

8 X

Figura 250 «j,
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3. Encontrar el angulo agudo entre las rectas 2x -3y -6=0yx+5y+10=0.

Soludon:
Uamamos £, alarecta 2x -3y -6=0y £, ala rectax + 5y + 10 = 0. Puesto
que ambas rectas estan escritas en |a forma general, aplicaremos la férmula
(2.12) para encontrar el dngulo de £, a £,

En este caso, tenemos que:

2
1

A
A,
entonces:

_AB,-AB (2:5)-(1(-3))
0= A, + BB, " (2-1)+((-3)5)

[r—

Utilizando una calculadora, encontramos que el angulo cuya
tangente es —1 es el dngulo obtuso 135°, Este dngulo se senala
en lafigura 2.51.

Entonces, el angulo agudo buscado es su suplementario:
Figura 251 ].800*'- 1350 = 450.

4. jCuanto miden los angulos interiores del tridngulo cuyos vértices son
A(2,6), B(-3,-1) y C(4,-5)?

Y, Solucién:
Dibujamos el triangulo (figura 2.52).
A2,6) Para encontrar el dngulo « calculamos las pendientes m, y
6] ’ m, de los lados AB y AC, respectivamente; entonces:
o i _8={-1) ¥ _6-(-5)__1
(35 Y ™" a1
2 E
Asi:
Lemgm,  1+(-%)(3) 67
Entonces,
C(4,-5)
o =~ 4585°,
Agura 2.52

Calculamos la pendiente m, del lado BC:

_-1-(-5) 4

-3-4 7
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Ahora, calculamos el angulo 8, es decir,

_m-m, _3-(-3) 69

tan g _1.,.%(,;): = de donde § ~ 84.20°,
Y el dngulo ¥ es:
y = M=, -$-(-%) 89
1+mmm, 1+(-%)(-%) 58
Asi, y = 49.95°,
Observacion:

Se podria dar también solucién al altimo ejemplo aplicando la formula
(2.13) a cada uno de los tres pares de lados y, si en alglin caso obtenemos
un angulo obtuso, entonces lo cambiamos por su suplementario.

Ejemplos

Encuentra el Angulo de la primera recta a la segunda.

Wi
e
et

e
w
L

1. x+3y=0yx-y+5=0.

2, S5x+6y-7=0y 4x-3y-11=0.
3. x=2y-1=0yx=y+1=0.

4 4x+y-7=0yx-6y+8=0,

5 x=2y+5=0y 3x-y+10=0.
6. 2x+y-1=0y3x-y-4=0.

7. y+3=0y2x+y+5=0,

8 x=5=0yx+2y-5=0.

9. Uncuadrilitero tiene vértices A(2,3), B(3,2), C(2,1) y D(1,2).Encuentra
las pendientes de los lados y los angulos interiores del cuadrilatero. Grafi-
calo.

10. Un tridngulo tiene vértices A(=2,6), B(—5,-1), C(6,—2). Encuentra las
pendientes de los lados y los angulos interiores del triangulo. Graficalo.

11. Una recta £, tiene pendiente 3. El 4ngulo que se forma, al ir de esta recta
a £,, es de 45° Encuentra la pendiente de la recta £,.

12. Una recta £, tiene pendiente 2. El 4ngulo que se forma, al ir de esta recta
a £, es de 135° Encuentra la pendiente de la recta £,.

13. Losladosde un tridngulo se encuentran sobrelasrectas4x +3y—19=0,
3x—4y+17=0y2x—-11y + 3 =0. Encuentra los dngulos interiores del
triangulo y di qué tipo de triangulo es.
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Paralelismo y perpendicularidad

Un nimero de dos cifras cumple con las siguientes condiciones: la cifra de las unida-
des es tres unidades menor que la de las decenas. Cinco veces la cifra de las decenas
menos cinco veces la de las unidades es igual a cero. Encontrar el niimero.

Solucién:
Llamamos d a la cifra de las decenas y 1 a la de las unidades. Expresamos la informa-
cién en lenguaje algebraico:
u=d+3
5d - 5u=0.

Aprovechamos que u esta despejada en la primera ecuacién del sistema para
sustituirla en la segunda:

5d -5(d+3)=0
5d~5d-15=0
-15=0.

Como -15 = 0 concluimos que el sistema no tiene solucién. No hay un nlimero
que satisfaga las condiciones dadas.

Recordamos que esto significa, geométricamente, que las rectas representadas
por estas ecuaciones no se cortan, es decir, son paralelas.

Observamos que, al escribir las ecuaciones en la forma general:

-d+u-3=0
enemos:
=-1 B=1
A2=5 B2=-5;

entonces, si @ es el angulo de la primera a la segunda de las dos rectas, obtenemos:

ang o AB A8 _(1)(-5)-50)_ 0 _
AA,+BB, (-1)5+1(-5) -10

De donde 8 =0°.

Lo visto en el ejemplo anterior concuerda con nuestra convencion:

» Si dos rectas coinciden o son paralelas, entonces forman un éngulo de 0°. Oto
caso particularmente importante es cuando dos rectas forman un angulo de 90°,

b Siel dngulo formado es de 90°, decimos que las rectas son perpendiculares.



Relacion entre las pendientes de rectas paralelas
o perpendiculares

A partir de la formula (2.14) podemos obtener condiciones que nos indiquen que
dos rectas no verticales:

£: Ax+By+C =0
£,: Ax+By+C,=0

sean paralelas o perpendiculares.
Las dos rectas son paralelas si forman un dngulo de 0°, entonces tan 0° =0y por
consiguiente el numerador de (2.14) es igual a cero:

Como ninguna de las rectas es vertical tenemos B, B, #0 y podemos dividir la
ecuacién anterior entre B,B,,

(2.15)

AR A A
BB, B, B,
como las pendientes de las rectas estan dadas por:
m, = ‘*:;_:“ y m,= -%:f.-.
obtenemos:
-m, +m, =0
Despejando 1, tenemos:

es decir, las pendientes de dos rectas paralelas no verticales son iguales.

Cuando las rectas son perpendiculares, el angulo formado por ellas es de 90°y la
tangente de 90° no esté definida; esto sucede cuando el denominador de (2.14) es
igual a cero, luego la condicion para que dos rectas sean perpendiculares es:

[AlAz +BB, = U.J

(2.16)

(2.17)
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Se dice que el uso de la )
letra m para representar

la pendiente de una recta
proviene de la expresion
modulus of slope, que
quiere decir medida de
inclinacion.

Si dos rectas tienen la )
misma pendiente, entonces
son paralelas o son la
misma recta: m, =m,.
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[ ]
/

Si el producto de las
pendientes de dos rectas
es igual a —1,entonces las

rectas son perpendiculares:

m,m, = —1.

Como ninguna de las rectas es vertical, tenemos que B, B, # 0y podemos dividir
la ecuacion anterior entre B, B,

_AA+BB, AA

0 i
BB, BB,
como las pendientes de las rectas estan dadas por:
A A,
m==—= Yy my==-5,
B, B,
obtenemos:
mm, +1=0;
es decir,
mm, = =1;
despejando m,, tenemos:
1
==
e (2.18)

es decir, la pendiente de una de ellas es el negativo del reciproco de la otra.

1. Determinar si las rectas -5x+ 3y +18 =0y 3x + 5y — 4 =0 son perpen-
diculares.

Solucidn:
Encontramos las pendientes de las rectas:

=5x+3y+18=0

asim, =3y

de donde m, = - 2, Ahora calculamos el producto de las pendientes:

_5(_3)_
i ’

Por tanto, las rectas son perpendiculares. N
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2, Encontrar la ecuacion de la recta £, que pasa por el punto P(2,1) y es per-
pendicular a la recta £,, cuya ecuacién es 2x -3y —1=0.

Solucién:
Escribimos la ecuacién de £, en la forma pendiente-ordenada al origen
para determinar su pendiente:

2x=3y-1=0
=3y=-2x+1
2 1

=—X=—
y 3 3

asi que su pendiente es m, = 3;entonces, la pendiente de ¢, es:

1 1 3
nll=u—=uz=-u——_
3

m, 2

Utilizamos ahora la forma punto-pendiente para
encontrar la ecuacion de £

3
i P el |
y 2(:c )

2y-1)=-3(x-2)
2y-2=-3x+6
3x+2y-8=0.

P(2,1)

2 4 6 8 X

Por lo tanto, la ecuacién de £, es 3x+2y-8=0 -27
’ 3x+2y—8=0
(figura 2.53). J )
Fgura 2.53
3. Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por P(3,4) y es paralela a la
recta2x =3y =10,

Solucién:
Escribimos la ecuacién en la forma pendiente-ordenada al origen para de-
terminar la pendiente: Y
2x=-3y=10 4
2 10 P(3,4)
Fm= e
3 3

La pendiente de la recta es 3. La recta que buscamos tiene —p - t X
esa misma pendiente y pasa por P(3,4); por consiguiente, /
su ecuacion es (figura 2.54): -2

(figu ¥ 2x—-3y=10

y-4=20:-3) /

2x-3y+6=0, Agura 2.54

h 3
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4. Encontrar la ecuacién de la recta £, que pasa por Q(—3,-2) y es perpen-
dicular a la recta £, cuya ecuacion es x=4.

Solucion:
ek La recta x=4 es vertical, asi que una recta perpendicular a ella
debe ser horizontal; por lo tanto, todos sus puntos tienen la
misma segunda coordenada. Como queremos que pase por
d punto Q(—3,-2), su ecuacién debe ser y=-2 (figura 2.55).

4 2 A X
. Cuando una recta ¢, es vertical, entonces la otra recta £, es:
= b Paralelaa ¢, si £, es también vertical.
Q(-3,-2) y=-2 » Perpendicular a £, si £, es horizontal.
- —4 T
Figura .55
Pe nsam ient
Tl t| E Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto dado y es perpendicular a

{Como determinas
sidos rectas con la
misma pendiente son
paralelas o se tratade
la misma recta?

v
Lo
e

-
o
[VE)

la recta dada.

1. P(-3,1); 5x+6y-13=0. 6 P(2,2);y=1.

2. P(-1,1);2x-y+10=0. 7. P(-9,-12);2x +9y=0.
3. P(4,-2);7x-3y-1=0. 8. P(7,0);4x+7y+21=0.
4. P(0,3);5x-y-3=0. 9. P(3,-1);x-y+8=0.

5. P(-1,-5); x=—2.

Encuentra la ecuacién de la recta £, que pasa por el punto dado y es paralelaa la
recta dada.

10. P(-2,-3);y=2x+4. 15. P(4,3) x++/2y =0.

11. P(4,0)ix+5y-12=0. 16. P(0, 8); 11x+5y+7=0.
12, P(-2.5,4); y=-2. 17. P(3,-2);x-y=0.

13. P(5,5);x=3. 18. P(1,~%);12x-4y-1=0.

14. P(V2,-1)ix = y +5.

Determina si los siguientes pares de rectas se cortan en un punto, son paralelas
o son la misma recta. En el caso de que se corten en un punto, analiza si son per-
pendiculares.

19, 4x+y=-3=0y2x-5y+4=0., 23, 4x-y+6=0y2x-5y+12=0.
20. 3x-y+1=0yx+3y-15=0. 24. x-y+2=0yx+y+5=0.

21. 2x-y=-3=0y8x-4y+3=0. 25. 5x-y-23=0y23x+5y+7=0.
22, 6x-3y+32=0y4x-2y+2=0, 26, 3x-4y+4=0y—-6x+8y+2=0,
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27. Dado el cuadrilitero con vértices en A(0,0), B(6,0), C(1,2), D(5,4),
prueba que las rectas que unen los puntos medios de los lados sucesivos
del cuadrilatero forman un paralelogramo. Represéntalo graficamente.

28. Dado el paralelogramo con vértices A(00), B(5,0), C(3.4), D(8,4), prueba
lo siguiente:

a. Que las diagonales de este paralelogramo son perpendiculares. Re-
preséntalo graficamente.
b. Que este paralelogramo es un rombo. Represéntalo de manera gréfica.

29. Dado el paralelogramo con vértices A(-1,3), B(3, 3), C(-3,-2) y D(1,-2),
prueba que sus diagonales se cortan en el punto medio. Represéntalo de
modo grafico.

30. Dado el tridngulo rectingulo con vértices A(0,0), B(4,0) y C(0,-6),
prueba que la distancia de cualquier vértice al punto medio de la hipo-
tenusa es la misma. Represéntalo graficamente.

31. Dados los puntos A(-2,3), B(8, 8), C(2,2), D(4, 3), E(0,-2), F(6,1):

a. Encuentra las ecuaciones de las rectas que pasan por Ay B, Cy D,EyF.

b. Describe cémo son las rectas que encontraste.

c. Encuentra las ecuaciones de las rectas que pasan por Ay E, By F. En-
cuentra las coordenadas del punto P, en que se cortan las dos rectas.

d. Encuentra las ecuaciones de las rectas que pasan por Ey C, Fy D. En-
cuentra las coordenadas del punto Q,en gue se cortan las dos rectas.

e. Encuentra las ecuaciones de las rectas que pasan por AyC, By D. En-
cuentra las coordenadas del punto R, en que se cortan las dos rectas.

f. Prueba que los puntos P, Qy Rson colineales.

g. Grafica en un mismo plano todaslas rectasy puntos que encontraste.

wy
o
=

=
w
Ll

Desigualdades y regiones del plano
Una recta divide el plano en tres conjuntos ajenos entre si:
P El conjunto de puntos que estan en la recta.
D La region formada por el conjunto de puntos que estan a un lado de la recta.
» La regién formada por el conjunto de puntos que estan al otro lado dela recta.
Regiones del plano determinadas por rectas no verticales

Describir las regiones determinadas porlarecta x+2y-8=0.

Solucién:
Escribimos la recta en la forma pendiente-ordenada al origen:

1
==-—x+4.
4 2
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Graficandola, obtenemos la figura 2.56.

Observamos que la recta divide el plano en tres conjuntos:

» Los puntos que estan en la recta.

» Los puntos que estan arriba de la recta.

P Los puntos que estan abajo de la recta.

. R " Sabemos que los puntos que estan en la recta son los que
B 2 4 6 8~x satisfacen laecuacion:

Agura .56

. 4
==-—x+4,
’ 2

Observamos que si nos movemos verticalmente hacia arriba, la ordenada del
punto es cada vez mayor. Asi, los puntos que estan arriba de la recta satisfacen la

siguiente desigualdad:
1 4
>——x+4,
r*"3
Y De la misma manera, si nos movemos verticalmente hacia abajo, la or-
denada del punto es cada vez menor, por lo que los puntos que estan
y f===-- . P(x,y) abajo de la recta satisfacen la desigualdad:
i
i < lx+4
z 7T
yI 1 Q(JC,)"I) 5 . .
o] ! Consideremos una recta no vertical cuya ecuacion es y = mx + b; los pun-
e x  tosque estan en la recta son precisamente los que satisfacen su ecuacion.
Consideremos ahora un punto P(x, y) que esté arriba de la recta, como se

FAgura 257 muestra en la figura 2.57.

La recta paralela al eje Y corta la recta dada en un punto Q que tiene la misma
primera coordenada que P. Al trazar una paralela al eje X desde Q obtenemos la
segunda coordenada de

Q(x: ).

Puesto que Q esta en la recta, tenemos:

Yy =mx+b,

ademas, como P esta arriba de la recta, la segunda coordenada de P es mayor que
la de Q, es decir,

Y=hi



por tanto,
(219)

Como el punto P fue elegido de manera arbitraria, arriba de la recta, cualquier
otro punto que esté de ese mismo lado de la recta satisface la desigualdad (2.19).
Si tomamos un punto cualquiera que esté debajo de la recta, obtendremos la

desigualdad:

y<mx+b.

En resumen, una recta no vertical con ecuacién y = mx + b divide el plano en
tres conjuntos:

P Los puntos que estan en la recta que satisfacen la ecuacién y = mx + b.

» Lospuntosqueestanarribadelarectaquesatisfacen ladesigualdad y > mx + b.

» Los puntos que estan debajo de la recta que satisfacen la desigualdad
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Si ¥y =mx+ bes una recta

D)

no vertical, los puntos que
estan arribade larecta
satisfacen la desigualdad
y=>mx+b.

&>
&

Si ¥ =mx + bes una recta

)

no vertical, los puntos que
estan debajo de la recta
satisfacen la desigualdad

Ejemplos

y<mx+b. y<mx+b.
1
1. Describir las regiones determinadas por la recta y = =7. Y
Solucién:
Los puntos que estan en la recta satisfacen y = -7, los que se -7 X
encuentran arriba de la recta satisfacen la desigualdad y > -7 = y
y los que se hallan debajo de |a recta satisfacen la desigualdad
y <=7 (figura 2.58). Yy

2. Describir mediante desigualdades la regién sombreada en
la figura 2.59, limitada por las rectas £,: 6x+2y+3=0y
£,:x+2y-16=0.

Solucién:
Escribimos las ecuaciones en la forma pendiente-ordenada al
origen; es decir, despejamos la variable y:

3 1
==3x-= ==-—x+8,
y==3x > Y

Agura 2.58

T

Los puntos que estan en la zona sombreada estan debajo de la
recta £, y, por tanto, satisfacen:

3
<*~3x-—.
4 2

y estan arriba de la recta £, asi que satisfacen:

1
>——x+8.
x 2

5 X

&

Figura 259
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Por tanto, la zona sombreada consiste en los puntos (x,y) que satisfacen
ambas desigualdades:

1 3
>=—x+8 <=-3x--
y > yJy 2’

que podemos resumir en:

1 3
——Xx+8<y<=3x-—.
2 2

3. Encontrar los valores de x para los cuales la recta y = —6x + 10 estd de-
bajodelarectay=-2x+2.

Solucién:
Resolvemos la desigualdad:

—6x+10<-2x+2
—6x+2x<2-10
-‘4x<“"8)

al dividir entre —4 se invierte la desigualdad:

.
7

x>2.
Six > 2, entonces y = —6x +10 esta debajo de y = —-2x + 2 (figura2.60).

4. Graficar la region del plano que satisface las desigualdades y<3x+2 y
y<6-7x,

Solucién:
Primero encontramos la solucién de cada una
de ellas. Los puntos que satisfacen y <3x +2
son los que estdn debajo delarecta y=3x+2,
los que satisfacen y <6 - 7x son los que estan
abajodelarecta y=6-7x.

Por tanto, los puntos que satisfacen am-
bas desigualdades son los que estan debajo de
cada una de las dos rectas (figura 2.61).

Figura .61




Regiones del plano determinadas por rectas verticales

Las (nicas rectas para las que no se puede proceder de la manera anterior son las
rectas verticales, ya que no tienen pendiente. Sin embargo, dada una recta vertical
x = k, esta también divide el plano en tres regiones:
b Los puntos que estan en la recta, que son los que satisfacen la ecuacion x = k.
» Lospuntos que estan a la derecha de la recta, que son los que satisfacen la des-
igualdad x > k.
b Los puntos que estan a la izquierda de la recta, que son los que satisfacen la
desigualdad x < k.

1. Identificar las regiones determinadas por la recta x = 5.
§
i Solucién:
¥ x=5
4 3
x<5 | x>5
2 -
2 4|6 x
24
44
Fgura 2.62

2. Graficar la regién determinada por las desigualdades x >3, y<-x+9 y
y>=5.

Solucién:
La region que determina la desigualdad x > 3 son los puntos que estdn a
la derechadelarectax =3.

La region que determina la desigualdad y < —x + 9 son los puntos que
estan debajo delarecta y = -x+9.

La region que determina la desigualdad y > -5 son los puntos que estin
arriba de la recta y = =5.

Asi, la region determinada por las Y
tres condiciones se muestra en la fi- \
gura 2.63: 1 \

1 \v=ax+9
\1.5 ¥

J =
-0+ lx=3 \
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Dada una recta vertical D
x =k, los puntos que estan
aladerecha de la recta

son los que satisfacen la
desigualdad x > k.

Fgura 2.63

[ ]

Dada una recta vertical )
x =k, los puntos que estin
alaizquierdade la recta

son los que satisfacen la
desigualdad x < k.
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Punto de equilibrio

Un fabricante de cochecitos de juguete tiene como gastos fijos la cantidad de $630
diariosy el costo de cada cochecito es de $15. El precio de venta es de $20. Durante
el primer mes produjo y vendié 3 528 cochecitos. ;Cual fue la ganancia en ese mes?
iCuantos cochecitos debe producir durante el mes para que —manteniendo ese
precio— no tenga pérdidas?

Solucién:
Llamamos x al nimero de cochecitos producidos en un mes. El costo total de pro-
duccién es:
y=C(x)=(630)(30)+15x =18900 +15x,
los ingresos al venderlos son:

y=1I{x)=20x.

Calculamos la utilidad obtenida al venderlos, que es la diferencia entre los ingre-
sos Y los costos:

I(x)- C(x)=20x- 18900 -15x = 5x — 18900.

Puesto que en el mes en cuestion se vendieron 3 528 cochecitos, entonces la
utilidad fue:

5(3528) - 18900 = -1260.

La fabrica perdié durante el mes $1260.
Para que no haya pérdida en el mes, la utilidad debera ser no negativa, es decir:

20x-18900-15x = 0;

simplificando:
5x-18900=0
18900
Xz——
x =3780.
¥
12000 1 y=1(x)=20x Para que no haya pérdidas, es necesario que produzca y venda
10000 + por lo menos 3 780 cochecitos.
8000 | (3780, 75 600) Observamos en la figura 2.64 que cuando x es mayor que 3780, la
6000 | recta y = 20x estd arriba de larecta y = 18900 +15x, es decir, |a canti-
4000 | dad obtenida al vender esos xarticulos es mayor que el costo de su pro-
2000 y =C(x)=18900 + 15x ducciény, por consiguiente, hay ganandia. Si, por el contrario, xes menor
1, e . ., Que3780 entonces larecta y = 20x esta debajo de y =18900 +15x,
1000 2000 3000 4000 5000 6000 ¥ ©sdecir, quela cantidad obtenida al vender esos x productos es menor

que el costo de produccidn, en cuyo caso hay pérdidas.

Agura 2.64



H punto de interseccion de las dos rectas se conoce como punto de equilibrio de
costo-ingreso.

E precio de un articulo en el mercado esta relacionade con el niimero de ar-
ticulos que pueden venderse. Cuando el precio de un producto es muy alto, los
cnsumidores no lo adquieren; en cambio, cuando es bajo, se vende muy bien. La
ecuacién que relaciona el precio de un articulo con la cantidad de ellos que los con-
sumidores estan dispuestos a comprar se llama ecuacion de demanda.

La ecuacion de demanda mas simple es una ecuacion lineal como

p=ax+b,

donde p es el precio por unidad, x es el nimero de articulos, a y b son constantes.
Con esto se ha definido el precio en funcién del niimero de articulos; de esta forma
se pueden calcular facilmente los ingresos brutos y la utilidad neta de una empresa
que vende x articulos a un precio p cada uno.

Es claro que si el precio de los articulos aumenta, entonces se venderan menos
articulos, mientras que si baja el precio, se venderan mas. Esto significa que la pen-
diente a de |a recta es negativa (figura 2.65).

Puesto que tanto el precio como el ndimero de articulos vendidos son cantida-
des no negativas, Unicamente representamos la parte de la recta que se encuentra
en el primer cuadrante.

De la misma manera, la cantidad de articulos que un fabricante esta dispuesto
acolocar en el mercado esta relacionada con el precio al que puede venderlos. Si el
precio de los articulos es alto, el fabricante producird muchos articulos; en cambio,
si el precio es bajo, producira pocos, con la esperanza de crear escasez. La relacién
entre el nimero de articulos que pueden colocarse en el mercado y su precio se lla-
ma ecuacion de oferta. Nuevamente, la ecuacion de oferta mas simple es la ecuacion
lineal, aunque en este caso, asi como en el anterior, en la vida real, se usan ecuacio-
nes mas complejas. Entonces, la ecuacion de oferta se escribe como:

p=cx+d,

donde p esel precio ofrecido por unidad, x es el numero de articulos que se colocan
ala venta, ¢ y dson constantes.

En este caso, la pendiente ¢ es positiva, pues cuando el precio es alto, los fa-
bricantes tratan de producir muchos articulos vy, cuando es bajo, producen pocos
(figura 2.66).

B punto en el que la cantidad de articulos demandada por los consumidores
wincide con el numero de articulos que ofrece el productor es donde se intersecan
las rectasy se llama punto de equilibrio de mercado.

Ya
61
4-
5]

2 4 6 8 X

Figura 266
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6 8 X

Agura 2.65
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1. Una fabrica de colchones lanza al mercado uno de sus productos y en-

cuentra que no es aceptado. Por esto, decide variar el precio, de acuerdo

con la experiencia obtenida y las politicas de la empresa; al hacerlo se de-

terminan dos ecuaciones: una de oferta y otra de demanda. Encuentra

esas ecuaciones, suponiendo que son lineales, a partir de la siguiente in-

formacion:

a. La fabrica fija un precio de $2900, observa que durante un mes no se
registra ninguna venta.

b. Decide disminuir el precio a $2 700 y logra vender 100 colchones en
un mes.

€. Un estudio de mercado muestra que por cada $200 que se disminuyen
en el precio, la demanda se incrementa en 100 unidades.

d. El fabricante no esta dispuesto a vender cada colchén en menos de
$1 700.

e. Ofrece a un comerciante 800 colchones a $2 000 cada uno.

Solucién:

Primero, encontraremos la ecuacién de la demanda: y =ax + b, en la que
usamos la variable y en lugar de p.O sea, debemos determinar a y b. Para
ello, escribimos los datos como pares ordenados. Observamos que no hay
demanda si el precio es $2900; es decir, el par ordenado:

(0, 2900),

satisface la ecuacion y tenemos:

2900 =0a+b
2900 =b.

De la misma manera, segln nos dicen, el punto:

(100, 2700)

también pertenece a larecta y = ax + b, por lo que:

2700 =100a+b.

Como ya sabemos que b=2 900 tenemos:

2700 = 100a + 2900
200

-—= ]

100
=-3,

Asi, la ecuacion de demanda es:

y==2x+2900.




Ahora encontramos la ecuacién de la oferta: y=cx+d donde —
como antes— usamos la variable y en lugar de p.

Que el fabricante no esté dispuesto a vender cada articulo en menos
de $1700 lo interpretamos como que el nimero de articulos que ven-
deria en $1700 seria cero. Ademas, como ofrece 800 colchones a $2000
cada uno, tenemos que los puntos:

(0,1700) y (800, 2000)

satisfacen la ecuacion de la oferta:

1700 =0c+d Ya

me = BUOC+ d, 30001
2500+

de donde: 2000
d =1700 15001
300 3 10001
f=——=—
800 8 =0

y=2x+1700

y==2x+2900
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Asi, la ecuacién de la oferta es y =  x + 1700 (figura 2.67).
. Encontrar el punto de equilibrio de mercado en el ejemplo anterior.

Solucion:
Consideramos las ecuaciones de oferta y de demanda obtenidas:

y=-2x+2900 y y=3x+1700.
8 (220)

Comoen las dos ecuaciones estd despejada la y, para obtener el punto en
el que se cortan, basta con igualar:

-—2x+2900=%x+1700,

y despejando x obtenemos:

2900-1700=2x+§x

1200=—x
9600

19

200 400 600 smlmuumlslm\*x

Figura 2.67
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Sustituyendo este valor de xen la primera ecuacién de (2.20) obtenemos:

9600

y==2 [—] + 2900 = 2230
19

=~ 1889.5.

9600 35900 .
Las rectas se cortan en el punto (?: T) que es, aproximadamente, el
punto (505, 1890).

Ejercicios

Encuentra las desigualdades que describen las regiones en que las rectas si-
guientes dividen el plano.

1 .
2,
3.

74

s.

10.

11.

12.

2x-y+7=0. 4 -3x+2y=0.

-x-8=0. 5 $x-2y+1=0.

y=5=0. 6 -x+3y-5=0.

Encuentra los valores de x para los cuales |a recta y = —4x + 7 estd arriba

delarectay=4x-1.

Halla los valores de x para los cuales la recta y = 3 x + 5 esta arribade la

rectay=-2x+2,

Determina y grafica la region que consta de los puntos que satisfacen las

desigualdades siguientes: y < =6x+10, y > -2x+2,y <2x +2.

El duefio de una zapateria en la Ciudad de México hace un pedido a una

fabrica en Leon, Guanajuato. Cada par tiene un costo $190 y, por con-

cepto de flete, debe pagar $2 600.

a. Escribe la funcién de costo suponiendo que es lineal.

Si cada par se vende en $230:

b. ;Cuantos pares debe vender para recuperar la inversién sin obtener
ganancia?

¢. ;Cuéntos pares debe vender para obtener una ganancia de $16000?

Un ama de casa hace pasteles para mejorar la economia familiar. Cada

pastel tiene un costo de $19 por concepto de materia prima, mientras

que el aumento en el gasto diario de la casa por concepto de agua, luz y

gas asciende a $16.

a. Escribe la ecuacion de costo, suponiendo que es lineal.

Si cada pastel se vende en $27:

b. ;Cuantos pasteles debe vender diariamente para asegurar que no haya
pérdidas?

¢. ;Cudantos pasteles debe vender para ganar al dia por lo menos $70?

Un vendedor expende articulos a comisién recibiendo $3 por cada arti-

culo vendido. El vendedor trabaja de lunes a viernes. Paga diariamente

$5 para que se le permita vender en un mercado y $6 para transportarse,

Después de una semana en la que no tuvo ingresos para compensar los

gastos, decide no continuar con la venta.

a. ;Cudantos articulos vendié durante esa semana?

b. jCuantos articulos debe vender en una semana para que, restando sus
gastos, le queden $35 pesos por cada dia de trabajo?
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13.

14.

15.

16.

17.

Una fabrica tiene gastos fijos al mes de $8 500 y cada articulo producido
tiene un costo de $6.50. Un vendedor le ofrece un nuevo equipo con el
que puede producir el mismo articulo en $4.75, pero el dueio de la fa-
brica calcula que la adquisicion del nuevo equipo aumentara los gastos
fijos mensuales a $15 000. Si cada articulo se vende en $9:
a. ;Cudl es el punto de equilibrio en cada caso?
Si al mes vende 15 000 articulos:
b. ;Debe adquirir el nuevo equipo o le conviene conservar el que ya
tiene?
Un comerciante adquiere un lote de telas. Estima que, si establece un
precio de $52 por metro de tela, podria vender en un mes 385 metros;
pero disminuyendo el precio a $45 el metro, podria vender 630 metros.
Si la oferta estd dada por la ecuacién y = 175x — 6 500:
a. Escribe la ecuacion de demanda suponiendo que es lineal.
b. ;Cual es el precio por metro que equilibra la oferta y la demanda?
Una sefiora que vende tamales observa que puede vender 200 al dia si
los da a $3 cada uno, pero si aumenta el precio a $3.50, entonces s6lo
vende 150 tamales. Si la oferta estd dada de manera que a un precio de
$3 puede ofrecer 250 tamales diarios y a $2.50 ofreceria solamente 50
tamales:
a. Encuentra la ecuacion de demanda suponiendo que es lineal.
b. Encuentra la ecuacién de oferta suponiendo que es lineal.
¢. ;Cudl es el precio que equilibra la oferta y la demanda?
En una recauderia, el vendedor observa que, a un precio de $4.50 por
kilo, puede vender 60 kg de jitomate en una semana, pero si aumenta el
precio a $5.50 s6lo vende 40 kg. La ecuacién de oferta esta dada por:
4+4x sixs20
& X six > 20
a. Encuentra la ecuacién de demanda suponiendo que es lineal.
b. Encuentra el punto de equilibrio de mercado.
En una fabrica familiar, los costos fijos mensuales son de $5500 y puede
producir hasta 25000 articulos, cada uno de los cuales tiene un costo de
$16. Cierto mes, la demanda es mayor y el duefio pide a otro fabricante
que lo apoye para lograr una produccién total de 40000 articulos. El fa-
bricante estima que, a partir de 25 000 articulos, el costo sera de $16.22
por unidad. Cada articulo puede ser vendido en $19.
a. Escribe la ecuacion de costo suponiendo que, hasta 25 000 articulos,
es lineal.
b. ;Cual es el menor nimero de articulos que debe vender para no regis-
trar pérdidas?
¢. jCuando ganaria mas por unidad, vendiendo 25000 o vendiendo
37 000 articulos?
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Fgura 2.68

Distancia de un punto a una recta
Encontrar la distancia del punto P(—4,Z)alarectax-2y-2 =0.

Solucién:
La distancia del punto a la recta x =2y - 2 =0 es la distancia de P al punto de la
recta mas proximo a él.

Escribimos la ecuacion de la recta en la forma pendiente-ordenada al origen:

y=—-x-1

b | =

Consideramos la recta perpendicular a ella que pase por P(-—fi,%}* sabemos que
esta perpendicular tiene pendiente —2 y por tanto, su ecuacién es:

y=7=-2(x-(~4)
9
y==2x- 3
4x+2y+9=0,
Encontramos el punto donde se cortan las rectas:
X=2y=2=0y 4x+2y+9=0.
Para ello, resolvemos el sistema:

x-2y=2
dx+2y=-9 (221)

Sumandolas y despejando x tenemos:
S5x=-7

Sustituimos este valor de x en la primera ecuacién de (2.21) y obtenemos el valor de y:

7
R )
5 y
7
2y==-L-2
y=-3
__7
==t

El punto donde se cortan las dos rectas es Q(—-} = -}%} (figura 2.68).
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La distancia del punto P a la recta es la distanciade Pa Q:

wor G- BT -5

Asi, la distancia de P(—4,2) alarectax - 2y—2=0esde 2/5.

Consideremos una recta £ cualquiera y un punto P(xl, ¥,) queno esté en la recta. La
distancia del punto Pa la recta £ se define como la distancia de Pal punto de £ que
esté mas cercano a él. Si la recta no es vertical y su ecuacion en la forma general es:

Ax+By+C=0,

entonces la forma pendiente-ordenada al origen de la ecuacién es:

A C

=——x -

B B’

Consideremos larecta /' que pasa por P(xl, ,vl) y es perpendicular a ¢ (figura 2.69).
Puesto que la pendiente de £ es m = —4 la pendiente de ¢' es &; entonces, la Figura 2.69
forma pendiente-ordenada al origen de £ es:

B
Y= =I(x""x1)
Ay~ Ay, = Bx - Bx,
=Bx+ Ay+ Bx, - Ay, =0.

Ahora encontramos el punto en que se cortan las rectas £ y £'; es decir, resolve-

mos el sistema;
( Ax+By=-C
\_ —Bx+Ay=-Bx, + Ay,.

(2.22)

Multiplicamos la primera ecuacion de (2.22) por By la segunda por A:
ABx+B’y=-BC
-ABx +A’y=-ABx, + A’y,.

Sumandolas y resolviendo para y, obtenemos:

(A2+BZ)),=_BC-ABJC, +A2y1

_ =BC-ABx, +A'y,
A*+ B
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Sustituyendo este valor de y en la primera ecuacién de (2.22) y despejando x
tenemos:

A’ +B?
-B’C - AB’x, + A’By,
A’+ B

2
Ax+B(_BC Abga J"’]=--CJ

-C

(_C‘ [-»B“C -AB’x, + A’By, D

Ax+

X =

1
A A’ +B?

1 (-C(A* +B’)+B'C+ABx, -A*Byl]
Xx=—

A A*+ B
-CA +B’x, - ABy,
A'+B )

Asi, el punto en el que se cortan las rectas es:

Q -CA+B%x,-ABy, -BC- ABx, + A%y,
A+ B? ’ A2+ B? }

La distancia de P a la recta es la distancia de Pa ;

2 2
—CA+B’x, — ABy —BC—ABx, + A%y,
0= [n- () (At

~ J(x,A’ +AC+ABy, } . [x,AB+BC+ By, ]

A+ B A’+ B

=J(x,A+By,+C)2 _|ax, + By, +]

A+ B’ JA? +B?

Es decir,
Ladistanciade un ‘) !
punto Plx,y,) alarecta + By +
Ax+By+C=0es d=M,
; |Ax, + By, + C| \NA*+ B (2.23)
d=—F"
JA? + B?

Se usa el valor absoluto porque la distancia debe ser un nldimero no negativo.
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1.

2,

Encontrar la distancia del punto P(2,3) alarectay =3x +1.

Solucion:
Escribimos la ecuacion de la recta en la forma general:
3
=—x+1
Y 4
3
-—x+y=-1=0
4 y
-3x+4y-4=0.

Sustituimos las coordenadas de P(2,3)y los coeficientes de la ecuacién
de la recta en la férmula (2.23):

) |Ax + By, +C| _ (-3)(2)+(4)(3)+(-4) _ 2 2
5

JA + B (-3 +(af V25

~

Entonces, la distancia es d = 2 (figura 2.70). 72/ = L. |

Hallar la distancia entre el punto P(1,-5) y larecta y + 1= -x.

Solucién:
Escribimos la ecuacion de la recta en la forma general:

y+l==x
x+y+1=0.

Sustituimos las coordenadas de P(1, =5) y los coeficientes de la ecua-
cién de la recta en la formula (2.23):

‘Ax +By, +C| |(1)(1)+(1)(-5) +1‘ -3 3
VA + B Jor+p V2 JE '
Obsérvese que de no tomarse el valor absoluto, obtendriamos una distan-

Cia negativa.
Entonces, la distancia es d = 3 (figura 2.71):

Fgura 2.71

Figura 2.70

Pensamlent

critic

5i la distancia de un punto
auna recta es cero, jqué
se puede decir acercadel
punto?
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6x+2y+21=0,y,

6x+2y-3=0

Figura 2.72

Pe nsam lent
CriticC

Si ladistanciaentre dos
rectas paralelas es cero,

iqué se puede decirde
las rectas?

.

Ladistancia entre dos )
rectas paralelas es la
distancia de un punto de
unade ellas a la otrarecta.

Distancia entre dos rectas paralelas
Encontrar la distancia entre lasrectas 6x +2y-3=0y6x+ 2y+ 21=0.

Solucién:
Notamos que los coeficientes de las variables x y y en una de las ecuaciones son
respectivamente iguales a los que aparecen en la otra ecuacion; entonces, las rectas
tienen la misma pendiente (—3) y por tanto son paralelas.

Elegimos un punto cualquiera en la primera recta. Para ello, tomamos cualquier
valor de x, por ejemplo x = 1 o sustituimos en la ecuacién y encontramos el valor
de y correspondiente:

6(1)+2y-3=0 dedonde y = «-%.
Asi, el punto P {1, - %) pertenece a la primera recta. Calculamos ahora la distan-
cia de P a la segunda recta:

,60)+2(-3)+21 pa 24 12 .
J6* +2° vao 210 Vie T
Por tanto, la distancia entre las rectas es de % (figura 2.72).

Para encontrar la distancia entre dos rectas paralelas, tomamos un punto en una
de ellas y encontramos la distancia de ese punto a la otra recta.

w
L
B

=
w
Ll

Encuentra la distancia entre la recta y el punto dados.

1. y=3x+5,P(-12). 6. y+2=0,P(4,8)

2. y==Ix+21,P(-3,-4). 7. x=2=0, P(7,1).

3. £+21=1,P(1,5). 8. x+ y=0,P(-4,-5).

4 y=-2x-2,P(2,-1). 9. —4x+6y+7=0,P0,-3).
5. 3x+5y-8=0, P(6,2). 10. 2x-10y -5=0, P(-2,4).

Halla la distancia entre las dos rectas dadas.

11. 6x+9y-9=0,2x4+3y+7=0. 15. x+2y+2=0,2x+4y-3=0.
12, x+2y+2=0,2x+4y-3=0. 16. 8x+3y-8=0,8x+3y+6=0.
13. 7x=5y+1=0,7x -5y ~-1=0. 17. 5x+6y=20,5x+6y=15.

14. -2x+4y-3=0,-8x+16y-2=0.18. —x+3y-5=0,5x-15y+8 =0.

19. Encuentra la ecuacion de la recta que es perpendicular al segmento que
pasa por el origen y que forma un angulo de 30° con el eje X,y cuya distan-
cia al origen es 5.

20. Considera los puntos A(-1,3), B(2,6), y C(4,1). Calcula la distancia del
punto Aa la recta que pasa por B y C. Calcula el area del triangulo con vér-
tices A, By C. N




21. Considera las rectas cuyas ecuaciones son y=3x+; y 9x—12y-5=0,y
los puntos A{z, %) y B(8,8). Calcula las distancias de A y Ba cada una de las
rectas. ;Qué puedes concluir acerca de la recta que pasa por los puntos A y B?

22. Un punto P(x,y) equidista de los puntos A(3,7) y B(6,6). La distancia de P
ala recta que pasa por A y tiene pendiente 2 es de -z. Encuentra las coor-
denadas de P.

23. Lospuntos A(x, 4) y B(5, y) se encuentran ambos a una distancia de 1%,; de
la recta que pasa por los puntos P(—3,2) y Q(8,5). Encuentra la abscisa de
Ay laordenada de B.

w
o
=

=
W
i

Lados opuestos (semiplanos) respecto a una recta

Juan y Maria se encuentran en una ciudad que tiene una calle que la cruza de un
extremo a otro. Ellos se hallan en el mismo lado de la calle si pueden caminar hasta
donde esta el otro sin cruzarla; en cambio, estan en lados opuestos si necesitan cru-
zar |a calle para encontrarse.

Utilizaremos el criterio anterior en el plano cartesiano para definir cuando dos pun-
tos en el plano fuera de una recta £ estin en el mismo lado respecto de £ o en lados
opuestos. Asi, diremos que dos puntos Py Q fuera de £ estan en lados opuestos
respecto a esa recta si el segmento PQ interseca a £ (figura 2.73). Asimismo, diremos
que Py Q estan en un mismo lado respecto a £ si PQ no interseca a £ (figura 2.74).

Y Y

“w

X X

Figura .73 Figura 2.74

En el apartado “Desigualdades y regiones del plano” vimos que una recta £ no
vertical divide el plano en tres conjuntos que pueden caracterizarse de la siguiente
manera si ¥ =mx + b es la ecuacién de la recta:

» Los puntos que estan en la recta, que son precisamente los que satisfacen la

ecuacion y =mx +b.

» Los puntos que estan arriba de la recta, que satisfacen la desigualdad

y>mx+b.

b Los puntos que estan abajo de la recta, que satisfacen la desigualdad

y<mx+b.

Resulta intuitivamente claro que si los puntos Py Q estan ambos arriba o debajo
de la recta £, entonces el segmento PQno interseca £ y, por tanto, los puntos Py Q
estan en un mismo lado; en tanto que si uno est4 arriba y otro debajo, entonces PQ
interseca £ y los puntos estan en lados contrarios.

La linea recta 93 D
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Por lo anterior, se dird que los puntos P(x, y) que satisfacen y > mx + b forman
un lado (semiplano) de la recta £, y el lado contrario a este lo forman los puntos
(x, y) que satisfacen y < mx + b.

En una recta vertical no se tiene la forma pendiente-ordenada al origen, se tiene
una ecuacién del tipo:

x=d,

las tres regiones en que divide el plano quedan caracterizadas como se indica a
continuacién:
b Los puntos que estan en la recta, que satisfacen la ecuacion x = a.
b Los puntos que estan a la derecha de la recta, que satisfacen la desigualdad
x>a.
» Los puntos que estan a la izquierda de la recta, que satisfacen la desigualdad
x<d.
Uno de sus lados estéd formado por los puntos (x, y) que cumplen la condicién
x > a yelotro lado lo constituyen los que satisfacen x < a.
Si queremos englobar ambas situaciones, lo que debemos hacer es trabajar con la
forma general de la ecuacién de la recta. Asi, si la recta £ tiene por ecuacion general:

Ax+By+C=0,

» uno de sus lados es el formado por los puntos (x, ¥) que satisfacen:

» yel lado contrario a este es el formado por los puntos (x, ¥) que satisfacen:

Ax+By+C<0. (225)

Podemos llamar a uno de los lados el lado positivo y al otro el lado negativo. Esta
asignacién de nombres puede hacerse de modo arbitrario, atendiendo a aspectos
geomeétricos, o bien puramente algebraicos. Cuando damos estos nombres decimos
que hemos orientado los lados de la recta.

Dos orientaciones de los lados de una recta

Daremos dos formas de orientar los lados de una recta que responden a distintos
aspectos geomeétricos y gue se expresan de modo algebraico de manera tal que el
lado positivo queda representado por una desigualdad del tipo dela que apareceen
(2.24), y el negativo por una como la que se indica en (2.25).

Orientacién estdndar

La primera de ellas es la que mas usaremos y surge de la discusién con la que co-
mienza esta seccion. Asi, para una recta no vertical establecemos como lado po-



sitivo el lado de arriba y como negativo el de abajo; en tanto que para una recta
vertical designamos como positivo el lado de la derecha y como negativo el de Ja
izquierda. Una vez que hemos procedido de esta manera, decimos que hemos dado
la orientacién estdndar o natural a los lados de la recta (figuras 2.75 y 2.76).

Y 3 7 Ya
Ax+By+C=>0 ASEC.50
Ax+By+C<0
/ Ax+C>0 .
X X
Figura 275 Figura 2.76

El criterio algebraico que refleja esta orientacion estandar es el siguiente: escribi-
mos la ecuacion de la recta £ en la forma general:

Ax+By+C=0

cuidando de tener B > 0 (cuando £ no sea vertical), 0 bien B=0y A >0 (cuando £
sea vertical). Para que se cumpla lo anterior, quizés sera necesario multiplicar por
-1 la ecuacién originalmente dada para £. Una vez hecho esto, los lados de £, seglin
la orientacién estandar, quedan caracterizados como sigue:
P El lado positivo esta formado por los puntos que satisfacen Ax + By + C > 0.
» El lado negativo esta formado por los puntos que satisfacen Ax + By + C <0.
Para convencernos de esto observamos que cuando B> 0,

.
. A C
Ax+ By+C=>0equivaleay> -Ex -5

A
Ax+By+C<0 equivaleay<-§x-%.

Si £ es vertical, entonces B =0y A > 0, laecuacién general se reducea Ax + C = 0y:

Ax +C> 0 equivale a x:»-%

C
Ax + C < 0 eguivale a x {*I'

La linea recta 95 D

En la orientacién estdndar )
de una recta no vertical
Ax+ By+C=0,conB>0,

el lado positivo es el que

se encuentra arriba de la
misma y esta formado por
los puntos que satisfacen
Ax+ By+C=>0,

&
L

En la orientacién estdndar -)
de una recta no vertical
Ax+ By+C=0,con B>0,

el lado negativo es el que

se encuentra abajo de la
misma y esta formado por
los puntos que satisfacen
Ax+By+C<0,
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1. Determinar en qué lado de la recta 3x + 4y + 5=10 estd el punto
Q(—4, 8) de acuerdo con la orientacién estandar.

Y, Solucién:

Veamos primero geométricamente lo que pasa:

Al graficar la recta, vemos que @ esta arriba de la recta y, por tanto,
61 esta en el lado positivo de ella (figura 2.77).

Si abordamos numéricamente el problema, notamos que la
ecuacion 3x + 4y + 5 =0 estd escrita de forma que el coeficiente de
2T y es positivo; entonces, simplemente evaluamos el punto Q(—4,8)
en el lado izquierdo de la ecuacién y vemos que:

oo

Q(4,8)

10 8 6 4 2N 2y

—2\ 3(-4)+4(8)+5=25>0,

Fgura 2.77 lo que indica que Q esta del lado positive de la recta.
Ya 2. Determinardequéladodelarecta2x — 5y = 0 estaelpunto Q(2,—6)
| seglin la orientacion estandar.
—t . ; ' — Solucidn:
- 4 2 4 6 X Si graficamos la recta, observamos que el punto Q esta debajo de
27 ella, asi que est4 en el lado negativo (figura 2.78).
4l Analicémoslo ahora algebraicamente. Como el coeficiente de
y (B=-5) en la ecuacién 2x - 5y = 0 es negativo, primero multi-
6T  *Q(2,-6) plicamos la ecuacién por—1:

Agura 2.78

=2x+5y=0.
Después evaluamos el lado izquierdo en el punto Q(2,-6):
-2(2)+5(-6)=-34<0.
Como el resultado es negativo, Q esta en el lado negativo.
3. Dada la recta £, cuya ecuacion es 5x + 3y — 8 = 0, determinar si los pun-
tos P(2,1) y Q(—4, 3) estan en el mismo lado de la recta o en lados opues-
tos. Ademas, determinar en qué lado estd cada uno de esos puntos seglin

la orientacion estandar.

Solucién:
Evaluamos el lado izquierdo de la ecuacién 5x +3y — 8 = 0 en los puntos
PyQ@:

5(2)+3(1)-8=5 y 5(—4)+3(3)-8=-19;

el primer valor es positivo y el segundo negativo, por lo que Py Q estan
en lados opuestos de £.
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L ]
Observamos que en la ecuacién 5x + 3y - 8 = 0 el coeficiente de Y,

y es positivo; por lo tanto, podemos aplicarle el criterio algebraico
que hemos establecido para la orientacién estandar; como: 6

5(2)+3(1)-8=5>0 y 5(—4)+3(3)-8=-19<0, a4z P

tenemos que P(2,1) esta en el lado positivo y Q(—4,3) en el lado —-4 -2 X
negativo (figura 2.79).

Figura 2.79

Orientacién puntual

La segunda manera de orientar los lados de una recta se hace estableciendo que el
lado positivo es aquel donde esta un punto particular P(xn , yo) que hemos escogi-
do previamente; a tal tipo de orientacién la llamamos orientacion puntual.

El criterio algebraico para una orientacién puntual determinada por el punto
P(xn 52 ) es el siguiente: escribimos la ecuacién de la recta en la forma general:

Ax+By+C=0;

entonces, multiplicamos por (—1) si hace falta para lograr que al evaluar la ecuacién
en el punto P(xo . yn)se cumpla que Ax, + By, + C > 0;y establecemos que el lado
positivo estd formado por los puntos Q(x,y) que satisfacen Ax +By+C>0y el
lado negativo por los que cumplen Ax + By+ C <0. De esta manera, el punto P
esta del lado positivo.

1. Las ecuaciones y =x +1, y=-x+1y y = -1 corresponden a tres rectas
que forman un tridngulo. Dar una orientacién puntual a los lados de di-
chas rectas, de modo tal que todo punto interior al tridngulo esté en los
lados positivos respecto a cada una de ellas, y obtener las desigualdades
que definen los lados positivos.

Solucidn: v
Escribimos las ecuaciones en la forma general:

x=y+1=0, x+y-1=0, y+1=0.

Nos damos cuenta deque e origen esta en el interior del triangulo (figura 2.80), & ¥ | N8 4y

asi que podemos utilizarlo para dar la orientacién puntual a cada lado. Al / _2% \
evaluar los miembros del lado izquierdo de las ecuaciones anteriores en
(0,0), obtenemos: Figura 2.80

(0)-(0)+1=1>0
(0)+(0)-1=-1<0
(0)+1=1>0.
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/l/_'z 2 4 6 X
-2

Figura .81

Al dividir la ecuacién )
Ax+By+C=0de

una recta £ entre

JVA? + B, obtenemos

su ecuacion normalizada
Ax+By+C 2

VA'+ B

L ]
Asi, debemos multiplicar por —1 la segunda ecuacién y entonces los lados

positivos estan dados por las desigualdades:
x=y+1>0
-X=y+1>0
y+1=0,

respectivamente.

En lo sucesivo, a menos que indiguemos otra cosa, usaremos la orientacion estandar
(arriba, abajo, derecha e izquierda).

Distancia dirigida de un punto a una recta

Consideremos la recta £ cuya ecuacién es 7x =8y + 20 =0y el punto P(—1,8). jA
qué distancia de la recta esta P? ;En qué lado de £ esta F?

Solucién:
Utilizando la férmula (2.23) de la distancia de un punto a una recta, tenemos que la
distancia de Pa £ es:

7(-1)-8(8)+20| |-51] 51
J113 NTERRVTED
Para determinar en qué lado est4 el punto (recordemos que estamos usando la

orientacion estandar de la recta), multiplicamos la ecuacién 7x — 8y + 20 =0 por
-1 ya que el coeficiente de y es negativo, con lo que obtenemos:

=7x+8y-20=0.
Y al evaluar el miembro izquierdo en P, tenemos:
-7(-1)+8(8)-20=51>0.

Es decir, P est4 en el lado positivo: arriba de la recta (figura 2.81).
Cuando dividimos la ecuacién Ax + By + C = 0 de una recta £ entre v A + B?,
decimos que la normalizamos, y a la ecuacion:

Ax+B
X+ y+C=0

JA*+ B

la llamamos ecuacion normalizada de la recta.

El uso de las formas normalizadas nos permite definir la distancia dirigida, que
también llamaremos distancia con signo de un punto a una recta, cuyo valor nos
lleva a conocer la distancia del punto a una recta £ vy, en su caso, el lado de la recta
en que este se encuentra.



Consideremos el punto P (xn, Yo ) y escribamos la ecuacion general de la recta £:
Ax+By+C=0,

de modo tal que B> 0, o bien B=0y A >0; tal y como procedimos para dar la
orientacién estandar a los lados de £. Posteriormente, normalizamos esta ecuacion
y obtenemos:

B
Wx e Bys 2L BEC o
JA* + B
donde B'> 0o bien,B'=0yA’'>0.

Al evaluar el miembro izquierdo en el punto P (xu ) J'u) se obtiene lo que llama-

mos la distancia dirigida (estdndar) de P a £ y que denotamos por D(P,JE’). Es decir,
Ax, +By,+C
VA" +B

D(P,£)=

Esta distancia seré:
» Positiva cuando P(xu, )’u) esté en el lado positivo de la recta.

» Negativa cuando P(x,, y, ) esté en el lado negativo de la recta.

» Cero cuando P(x,, y,) esté en la recta.
En efecto,
Ax, +By, +C 5

VA + B

equivalea A'x, + B'y, + C' > 0 0,lo que es lo mismo, a que P esté ubicado en el lado
positivo (arriba o derecha).
De modo similar,

D(P,¢)= 0

Ax, +By, +C "

JA*+B?

equivalea A'x, + B'y, + C' <0 g,lo que es lo mismo, a que P esté ubicado en el lado
negativo (abajo o izquierda) de £,

Finalmente, D(P, £) =0 equivale a Ax, + By, + C = 0y se tiene entonces que P
estd en la recta.

Recordamos que la distanciade P a { es:

D[P, &)= 0

‘Axu + By, +C‘ g
VA'+B

o sea, el valor absoluto de la distancia dirigida es la distancia del punto a la recta.

d(P,l)= |D(P,¢)

»

Resumen:

La distancia dirigida D(P, £) de un punto P a una recta £ nos dice, a través de su
signo, como estd ubicado el punto respecto a la recta, orientada de la manera es-
tandar, y su tamafio (su valor absoluto) nos indica la distancia del punto a la recta.
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Cuando B>0,0 bienB=0 -)
y A >0, entonces:

P|x,.¥, ) estdubicado
arribao aladerechadela
recta Ax+By+C=0si

Ax, + By, +C
= L =)

VA'+ B

i ’ 1
f"l,.\’..._'r'_._] esta ubicado
debajo o alaizquierda de
larecta Ax + By+C=0sli

Ax, + By, +C
—L__b_— 0.
VA + B
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* P(3,2)

Fgura 282

Y.Il
at
2

1234 X
-2 1 e P(4,-2)
4

[ ]
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Py

1. Encontrar la distancia dirigida del punto P(3,2) a la recta £ cuya ecuacién

es 3x — 4y + 8 = 0; decir como esta ubicado P respecto a la recta.

Solucién:
Multiplicamos la ecuacién por —1, por ser negativo el coeficiente de y:

-3x+4y-8=0.
La normalizamos:

=3x+4y-8

fr »

Evaluamos en Pel miembroizquierdo de la ecuacién anterior y obtenemos:

3 4 8 9
DB, €)= —;(3)+ ;(2)— E = -—;.

Su distancia dirigida es — 2. Asi que Pesta en el lado negativo de la recta
(abajo) y su distanciaa £ es|- 2| =2 (figura 2.82).

Encontrar la distancia del punto P(4,-2) a la recta vertical £ cuya ecua-
cién es =5x + 2 = 0; determinar si el punto estd en el mismo lado que el
origen.

Solucién:
Para responder ambas preguntas basta calcular las distancias dirigidas
D(P,£) y D(O, ).

Multiplicamos la ecuacién por—1, ya que esuna recta vertical (B = 0)
y el coeficiente de x es negativo. Después la normalizamos obteniendo:

2
x-—=0.
5

Sustituimos las coordenadas de P(4,-2) y O(0,0) en el miembro izquier-
do de la ecuacién anterior,

2 18 2 )
DIP.f)sd = O, Dmh s Cmas
(P, £) S y (0,9) s

asi que P esta en el lado positivo de £ y su distancia a ella es |%| =4 en
tanto que O estd en el lado negativo. Por tanto, Py O estan en lados con-
trarios, respecto a £ (figura 2.83).
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Coordenadas de un punto respecto a dos rectas ortogonales

La distancia dirigida tiene una aplicacién interesante. Observamos que si P(x, y) es
un punto del plano, x es la distancia dirigida de P a la recta x = 0, es decir, al eje Y, y
y es la distancia dirigida de P a la recta y =0, es decir, al eje X. Asi, las coordenadas
de Pson las distancias dirigidas a dos rectas perpendiculares entre si. Esta idea nos
permite encontrar las coordenadas de P respecto a cualquier sistema de ejes orto-
gonales.

Si X"y Y son dos rectas perpendiculares entre si, entonces las coordenadas de
un punto P(x,y) respecto al sistema ortogonal X'Y" son:

= D(EY)
y'=D(P,X’)

1. Encontrar las coordenadas de P(5,3) respecto a las rectas X : 8x— 6y +6 =0
yY':3x+4y—-1=0,
Solucién:
Comprobamaos primero que las rectas son perpendiculares, lo que logramos
al utilizar el criterio (2.14):

3-8+4(-6)=0,

o bien comprobando que sus pendientes m, = — 3y m, = § satisfacen, = -4,
Orientamos los lados de las rectas y normalizamos las ecuaciones que re-

flejan dicha orientacion:
; 4 3 3
X =-—x+—y-—=0
5 5 5
, 3 4 1
Y =—x+—y-—=0.
5 85 b

Las distancias dirigidas de P a estas rectas son:

D(pY)=2(5)+ 3 ()5 =%
y
D(P.X)==5(5)+2()- 2=

asi que las coordenadasde P, con respecto alasdosrectasda-
das, son (2,-) (figura 2.84).

Fgura 2.84
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Bisectriz de un angulo

Encontrar la ecuacién de cada una de las bisectrices de los angulos formados por
las rectas £, y £, cuyas ecuaciones son 4x =3y +2=0y 5x =12y + 19 = 0, respec-
tivamente.

Solucién:
Como en ambas ecuaciones el coeficiente de y es negativo, entonces multiplicamos
ambas por (-1), que dan la orientacién estandar a cada recta:

—4x+3y-2=0
=5x+12y-19=0.

Normalizamos las ecuaciones:

-4x+3y-2_0
V-4 +3
4 3 2
-——x+—y-—=0
5 5)’ 5
Y
-5x+12y-19_0
(=5)" +12°
5 12 19
-—— Xt —y=-—=10,
13 137 13

Llamamos bisectriz interior de un dngulo a la semirrecta que parte del vértice del
angulo y que lo divide en dos angulos iguales. Recordemos que los puntos de una
bisectriz interior equidistan de cada una de las rectas.

Al graficar las rectas £, y £, observamos que se forma un par de angulos agudos
opuestos por el vértice, cuyo vértice comun V es el punto de interseccion de las dos
rectas. Las bisectrices interiores de esos angulos agudos forman una recta que lla-
maremaos la bisectriz de cualquiera de ellos. Con excepcién de V, todoslos puntos de
esa bisectriz tienen la propiedad de que estan en el lado positivo de sélo una de las
dosrectas £,y £; asl, para ellos la distancia dirigida a una de las rectas es positiva y
ladistanciadirigida a |la otra es negativa, compartiende ambas distancias dirigidas el
mismo valor absoluto, es decir, son nlmeros que sélo difieren en el signo. El vértice
esta en ambas rectas, por lo que su distancia dirigidaa £, y £, es cero; es decir, todos
los puntos de la bisectriz, y solo ellos, satisfacen:

D(P,f])=-—D(P,fz),

0, lo que es [o mismo,

Dot 2o | B 1, 13
5%v577 5 7 ’



es decir,
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de donde la forma general es:
7x=-9y+11=0,

que es la bisectriz de los angulos agudos (figura 2.85).

Por otra parte, hay un par de angulos obtusos opuestos por
el vértice V. La recta determinada por las bisectrices interiores
de esos angulos es llamada la bisectriz de cualquiera de esos dos
dngulos.Cada punto de esta bisectriz esta en el lado positivo de
ambas rectas, o bien en el lado negativo de las dos, con excep-
cion, por supuesto, del vértice que esta en ambas rectas. Por
tanto, la ecuacién de dicha bisectriz es:

Figura 2.85

D{P!’f])=D(P!fg)!

donde las distancias consideradas son también dirigidas (figura 2.86). 4x—-3y+2=0

Con lo que obtenemos:

4 3 2 5 12 19
—— X+ Y= ==X+ y-__.
5 5 5 13 13 13

Simplificando, obtenemos la forma general:
9x+7y-23=0.
Observamos que las bisectrices son ortogonales entre si.

Dos rectas £, y £, que se cortan forman dos pares de angulos iguales (figura 2.87).

Cada uno de esos angulos tiene una bisectriz interior. Las bisectrices interiores
de cada par de angulos opuestos por el vértice determinan una recta llamada la
bisectriz del cualquiera de los dngulos del par respectivo. Asi, tenemos dos rectas
bisectrices con la propiedad de que todo punto de cualquiera de ellas equidista de
£,y £ es decir, la ecuacion:

d(P*‘r:l]:d[P"gjz]

representa las dos bisectrices.

Fgura 2.86

Figura 287
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A continuacién veremos que con el uso de la distancia dirigida podemos obtener
la ecuacion de cada una de ellas.
En general, si:

Ax+By+C=0 y A'x+By+C'=0

son las ecuaciones normalizadas que dan la orientacion estandar de dos rectas que
se intersecan, entonces las dos bisectrices de los angulos formados por ellas estan
determinadas por las ecuaciones:

Ax+By+C=A'x+B'y+C’

Ax+By+C=-(A'x+By+C').

Cuando queremos identificar especificamente una de las dos, debemos tener
cuidado en escribir las ecuaciones de manera que las rectas estén orientadas de
manera estandar y fijar un punto P(x,y) de la bisectriz deseada.

Si P estd en el lado positivo o en el lado negativo de ambas rectas, la bisectriz b,
que lo contiene esta dada por la ecuacion:

D(P,¢,)=D(P,t,),

es decir,

@x+By+C=A'x+B'y+C',) (2.26)

0 sea,
(A-A")x+(B-B')y+(C-C")=0.

En cambio, si P esta en el lado positivo de una de ellas y en el lado negativo de la
otra, entonces, la bisectriz b, que lo contiene esta dada por la ecuacion:

[D(P,£1)= -D(P, ¢,), )

(227)

es decir,

[Ax+By+C=—(A'x+B'y+C'};) (2.28)

0 s€a,

(A+A")x+(B+B")y+(C+C’)=0.



Una propiedad importante que tienen las bisectrices de los angulos formados
por dos rectas que se cortan es que son perpendiculares (figura 2.88).

Para comprobarlo, en general escribimos las ecuaciones normalizadas de las rec-
tas y obtenemos las siguientes para las bisectrices:

(A-A")x+(B-B')y+(C-C')=0

(A+A)x+(B+B')y+(C+C')=0.
Sabemos que:
A*+B =(A') +(B) =1
Aplicamos el criterio (2.14), obteniendo:

(A-A")(A+A)+(B-B')(B+B)=A>-(A") +B*-(B’) =0.

1. Encontrar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por
lasrectas 6x+8y -5=0y4x-8y+10=0.

Solucion:
Puesto que en la segunda ecuacion el coeficiente de y es negativo, multi-
plicamos por (1) toda la ecuacion:

-4x+8y-10=0.

Normalizamos la primera ecuacién y esta ultima:

6x+8y—5_0
V6> + 8
6 8 5
—x+—y-—=0
10 107 10
Y
-4x+8y-10_0
(-4)" +8°

10

-4 8
Jao " s0” s

=0,
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Fgura 2.88

Para encontrar las ‘)
bisectrices de los angulos
formados por dos rectas,

se restan y normalizan las
ecuaciones de las rectas.
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Las ecuaciones de la bisectrices son (figura 2.89):

Ly P D 5.(.19
10 V80 10780 ) "0 | T Vs

S e BB ] =2 18 N
10 /80 10 /80 y 10 /80

6 4 8 8 5 10 ||_
o)) i )
(10 @]" [w“@)” [“w @)"

2. Encontrar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por
las rectas 12x-5y+2=0y7x-9=0,

0

Fgura 289

Solucién:

Puesto que en la primera ecuacion el coeficiente de y es negativo, multi-
plicamos la ecuacién por (—1):

=12x+5y=2=0.

En la segunda ecuacién tenemos que el coeficiente de y es igual acero y el
de x es positivo, entonces no necesitamos modificar la ecuacién.
Normalizamos:

-12.:::+5y--2_0
V122 + 52
12 5 2
-—X+—y-—=0
13 13 13
y
7x=9
Yo 7 =0
e 61 |; 9
_____ : Yo x-—;=0
2 /! T
e T Las ecuaciones de la bisectrices son (figura 2.90):
6 -4 -2/|/|2 4 x
2] 12 q 5 2 9 i
| -—=l|x+—y+|-—+=|=
& 13 7Tty
¥ 25 5 103
I u—x+—y+—=(}
13 13 91

Figura .90




Ejemplos

12 5 2 9
-——+l|lx+—y+|=-—=-—|=0
13 13 137

wvi
2
=2
=
o
Ll

1.
2,
3.
4.
5.

Encuentra la bisectriz del angulo agudo formado por las dos rectas dadas.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

Encuentra, en cada caso, la distancia del punto Pa la recta dada y determina
si Pesta del mismo lado de la recta que el origen.

2x+3y-3=0, P(5,-2). 6. x+7y+21=0, P(7,-3).
5x —4y-8=0, P(-1,-1). 7. y+9=0, P(-3,-7).
2x-5=0, P(0,1). 8. 2x-y+5=0, P(=9,0).
x+y-6=0,P(3,4). 9. 3x-y-6=0, P(1,-4).
8x+7y+2=0, P(-2,1).

12x-5y-8=0y6x+8y-7=0.
9x+12y+21=0y3x+4y+5=0,
y=6=0y4x-3y+6=0.
4x+2y-3=0y2x-y+3=0.
7x+24y-21=0y12x+9y-6=0,
8x+15y+5=0y3x-4y-25=0.

Encuentra la ecuacién de cada una de las bisectrices de los angulos for-
mados por las rectas £, y £, cuyas ecuaciones son 3x -4y +7=0y
8x+15y+3=0.

Losladosdeuntridngulo seencuentransobre lasrectas, 5x - 12y -8 =0,
9x+12y+14=0 y 3x-4y+5=0. Encuentra las ecuaciones de las
bisectrices de los angulos del tridngulo y prueba que se cortan en un
mismo punto.

Ecuaciones parameétricas de una recta

Los puntos A(1, 3) y B(-5,4) determinan dos segmentos dirigidos ABy BA que sélo

difieren

en su direccién. Al calcular en cada caso la diferencia (extremo final menos

extremo inicial) obtenemos parejas ordenadas:

B-A=(-54)-(13)=(-6,1)
A-B=(1,3)-(-5,4)=(6,-1).
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La primera sirve para indicar la direccién de A hacia B; la segunda, la direccién
de B hacia A. Asi, decimos que AB tiene la direccion (—6, 1) y BA la direccién (6,—1)
(figuras 2.91 y 2.92).

Y
B
r\\‘l.
i m = m = ] e A
2 2
8 =4 a3 2 X & a4 3 2 X

Fgura 2.91 Figura .92

Observamos que para ir de A hacia B nos movemos harizontalmente —6 unida-
des y después 1 unidad verticalmente.
Un mévil se mueve en linea recta con velocidad constante del punto A(2, 3) hacia

el punto B(1,7) y llega a ese punto en una unidad de tiempo. Describir la posicién
del mévil en cada instante.

Solucién:
Y.i
8 -f
(1,7)
6 -+
(_11 4} 4 1
23
g 2\ 4 X
Fgura 2.93

Consideremos que el movil estd en A(2,3) al tiempo t = 0. Por moverse con veloci-

dad constante se tiene que al tiempo tse encontrara en elpunto P (t) = (x (t), y{t)}
cuyas coordenadas satisfacen:

(2.29)

donde a y bson constantes que a continuacion determinaremos.
Como la posicién del mévil al instante ¢ = 1 es P(1) = B(1,7) tenemos:

1=x(1)=2+a-1
7=y(1)=3+b-1

Asi, (a,b)= (-1, 4); es decir, (a,b) = B— Ay, por tanto, (a, b) indica la direccién
de A hacia B.



Al sustituir los valores de a'y ben (2.29) obtenemos:

(2.30)

Para valores de tentre 0y 1 el mévil se encuentra en el segmento que une (2, 3)
con (1,7).

Si t > 1, el mévil se encuentra en la recta que une los puntos (2, 3) y (1,7) pero
fuera del segmento que ellos determinan, mas alla del punto (1,7).

Si t <0, el mévil también estd en dicha recta, peroen el otro lado del punto (2, 3).

Cuando describimos las coordenadas de un punto P(x, y) en una curva, en términos
de una tercera variable t,

x=x(t), y=yt)

llamamos a estas ecuaciones parameétricas de la curva y decimos que t es un pardmetro.

Las ecuaciones paramétricas permiten describir una gran cantidad de curvas en
el plano. Para obtenerlas, pensamos en un maovil que recorre la curva dada, de ma-
nera que en cada instante t las coordenadas del mévil son (x(1), y(t)).

Una curva tiene muchas ecuaciones paramétricas distintas. Si pensamos en la
curva como una carretera, un movil puede recorrerla de muchas maneras distintas
modificando su velocidad, deteniéndose e, inclusive, recorriéndola en sentido con-
trario. Por ejemplo, las ecuaciones paramétricas:

x(t)=2-1
y(t)=3+4t’

describen la misma recta que las ecuaciones (2.30), sin embargo, con estas nuevas des-
cribimos el movimiento de un mévil que va de A a B mas despacio que el maévil del
ejemplo introductorio, pero que después de haber llegado a B va mas rapido.

De hecho, la mayor parte de las figuras de este libro estan construidas utilizando
ecuaciones paramétricas.

En lo sucesivo ya no escribiremos x(t) y y(£), sino simplemente x y y.

Hay varias maneras de describir una recta mediante ecuaciones paramétricas.
Mostraremos dos ellas; para la primera nos basaremos en el ejemplo introductorio.

Si conocemos dos puntos de una recta R(x,., ¥, ) yQ(x,, , ), entonceslos puntos:

\

P(t)=R+t(Q-R)
P(r)=(xm}’u}+r(x1_xu:)'1 _J’u} (2.31)

pertenecen a la recta para cualquier valor de ty todo punto deella se puede escribir
de esta forma. Si a partir de esta ecuacién escribimos la abscisa y la ordenada de
P(t)=x,y) obtenemos las ecuaciones paramétricas:

X=X, +r(x1 '*xu}’ Y=% "'r()’l "'Yu}
de la recta.
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Unas ecuaciones )
paramétricas de larecta

que pasa por los puntos
R(xg ¥, ) yQx,, 3, ) son

x=x,+t\x - x, ]
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Unas ecuaciones
paramétricas de larecta
y=mx+b son

x=1

y=mt+h,

Unas ecuaciones
paramétricas de larecta
Ax+By+C=0son
Xm——p——

A A
y=t

siempre que A = (.

» Para t =0, el punto (x,y) es igual a R(xo:)"u}i para t=1,el punto (xy) es

Q(xl’yl}'
» Paratentre Oy 1,(x,y) estientre Ry Q.

» Parat > 1, (x,) esta fuera del segmento RQ en el lado de Q.
» Parat <0, (x, y) esté fuera del segmento RQ en el lado de R.
También podemos escribir a cada punto de la recta como:

Q+ﬂR-QL

En el primer caso, podemos considerar que estamos recorriendo la recta en la
direccion de R hacia Q, y en el segundo, en sentido contrario.

Otra manera de parametrizar una recta es a partir de alguna de las formas de
su ecuacion cartesiana, despejando una de las variables y utilizando la otra como
parametro.

Por ejemplo, a partir de la forma pendiente-ordenada al origen:

y=mx+b
utilizamos x como parametro:
x=t, y=mt+b.
Otro ejemplo es a partir de la forma general:

Ax+By+C=0;

cuando A = 0. En esta situacion podemos despejar x:

.
A 4 A
y utilizar y como parametro:
B, C
X=——t-—, =t
A A Y

1. Dar unas ecuaciones paramétricas de la recta que une los puntos P(5,3)

y Q(8,2).

Solucién:
Sustituimos los puntos dados en la ecuacién (2.31):

(5,3)+ t[(8,2) - (5,3)]= (5,3) + (3, - 1);




si escribimos por separado la abscisa y la ordenada de estos puntos, entonces:
x=3+3, y=3-¢
son ecuaciones paramétricas de la recta.

2. Dar unas ecuaciones paramétricas delarecta3x-7y-9=0.

Soludén:
Despejamos cualquiera de las variables:

_ExE
regETT

Utilizamos x como pardmetro:

3. 9
x=t, )"=;f‘-;.

3. Escribir en la forma general la ecuacién de la recta cuyas ecuaciones para-
métricassonx =4t -8 y y =-5¢t+1.

Solucién:
Debemos eliminar el parametro £, para lo cual lo despejamos de una de las
dos ecuaciones y lo sustituimos en la otra.

De la primera ecuacidén obtenemos:

x=4t-8
4t=x+8

X
t=—+2.
4

Sustituyendo en la segunda:

==5t+1
x
==5|—+2|+1
5
=——x-10+1
y 4

5
—x+y+9=0.
P ¥y

Podemas multiplicar la ecuacion por 4 para eliminar las fracciones:
= S5x+4y+36=0.

Portanto, la ecuacién de esta recta en su forma generales5x + 4y + 36 = 0.
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Pe nsam ient
CriticC

Usando x como pardmetro,
encuentra unas ecuaciones
paramétricas de la recta
cuya ecuacion estd

escrita en forma simétrica

—4+=1,
a
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:3 En cada caso, da unas ecuaciones paramétricas de la recta que une los pun-
5| tosdados.

1. P(-2,4),Q(2,-6). 6. P(2,1),Q(2,11),

2. P(3,-7),Q(5,4). 7. P(-9,-3),Q(4,-3).

3. P(-5;-3).Q5.3). 8. P(0,6),Q(-7,0).

4. P(4,-6),Q(-1,1). 9. P(4,-1), Q(1,-8).

5. P(-1,-10), Q(8,1).

En cada caso, da unas ecuaciones paramétricas de la recta dada.

10. 4x+2y+13=0. 13. 9x-y-9=0.

1. 6x-7y+5=0. 14, 7x+5y+20=0.

12, -2x+y-8=0. 15. 5x-2y+14=0.

En cada caso, escribe en la forma general la recta cuyas ecuaciones paramé-
tricas son:

16. x=5-1,y=-2+6L. 19, x=-7+13t, y=5-8¢.

17. x=7-3t,y=4-2t. 20, x=%+3t,y=2+3t

18. x =1+4t,y=3+5t. 21, x=4-2t, y=1t.

L

Resolucion de problemas
Lugares geométricos

Encontrar el lugar geométrico de los puntos P(x, ¥) que equidistan de los puntos
A(-5,2) y B(1,4).

Solucién:
Ladistanciade Aa Pes:

Jx=(=5)) #(y-2) ={(x+5 +(y-2)

yladistanciade Ba Pes:

Jx=1) +(y-4).

Puesto que ambas distancias deben ser iguales, tenemos:

Jx+5)F +(y-2) =y(x-1) +(y-4,
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si elevamos al cuadrado y simplificamos:

Y
2 2 2 2
(x+5) +{y-—-2] =[x-1) +(y-—4} 4} e B(1,4)
x2+lﬂx+25+y2—4y+4=x2_2x+1+y2_8y+16 A(_5,.2) 5
0x+25-4y+4=-2x+1-8y+16 -
12x +4y+12=0 6 -4 2 2 X
3x+ y+3=0. B
_4
Todos los puntos dela recta 3x + y + 3 = O equidistan delos puntos A y B(figura 2.94).
Fgura 2.94
El lugar geométrico determinado por una ecuacion es el conjunto de puntos que la
satisfacen.
H objeto de la geometria analitica es estudiar ciertos lugares geométricos utili-
zando las ecuaciones que los representan y, reciprocamente, representar geométri-
camente las soluciones de ecuaciones para obtener propiedades de ellas, a partir de
su representacién geométrica.
1. Encontrar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y) tales que
la diferencia de los cuadrados de sus distancias a los puntos A(—2,-1) y
B(0,3) sea igual a 16.
Solucion:
El cuadrado de la distanciade A a Pes:
(x«-{—Z))z + (y«-(«~1}}2 =(x+2) + (y +1)2
y el cuadrado de la distancia de Ba Pes:
(x-0) +(y-3) =x"+(y-3)".
Con los datos del problema planteamos la ecuacién:
(x+2) +(y+1)' - {:xz +(y-3}2] =16.
Simplificando tenemos:
x“+4x+4+y“+2y+1-—(x“+y“-6y+9)=16 v
4x+8y=16-5+9 \\4. B
_ Ak =20 2
8 1
e B
y=- 2 x 2" ig 2 e %
° A -1
El lugar geométrico buscado eslarecta y = -3 x + 3 (figura 2.95). Figura 295 +
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Y B 2. En el tridngulo cuyos vértices son A(7,0), B(0, 10) y C(—4, 0), encontrar el

lugar geométrico que describen los centros de los rectangulos inscritos en
ese triangulo y que tienen uno de sus lados sobre el lado AC.

E k D Solucién:

Observamos (figura 2.96) que el lado AC estd en el eje X y que la altura del
M tridngulo estd sobre el eje Yy mide 10.

La ecuacién de la recta AB es:

C F G 4 X
Figura 2.96 7 10
Para construir un rectangulo con las propiedades requeridas, tomamos

sobre el eje Y cualquier valor k entre 0 y 10,y trazamos una recta paralela
al eje X que pase por k. La ecuacién de esta recta es:

y=k.

La recta y = k corta la recta ABen el punto DYy la recta CBen el punto E.
Para encontrar las coordenadas de D resolvemos el sistema de ecuaciones:

J

E+——1
7 10

y=k.

Sustituimos el valor de y correspondiente a la segunda ecuacién en la
primera y despejamos x:

Asi, las coordenadas de D son:

o2

Para encontrar las coordenadas del punto E consideramos la ecuacion de
la recta CB:

+
-4 10

y procediendo de manera analoga a la anterior tenemos que las coorde-

nadas de E son:
Ef4pu£}@.
10




Los dos vértices del rectangulo que nos falta conocer se encuentran sobre

el eje X;entonces, levantamos una perpendicular a este eje que pase por
el punto E. Esta recta es vertical y corta el eje X en el punto:

ah

De manera analoga, la recta perpendicular al eje X que pasa por D corta

el eje X en el punto:
G[?(l-——k—],ﬂ).
10

El centro M del rectiangulo es el punto donde se cortan las diagonales, es
decir, donde se cortan las rectas FDy GE.

La abscisa de M es el punto medio de las abscisas de Ey D, es decir,

w(75)-)-3-)

y la ordenada es el punto medio de las ordenadasde Ey F:

De donde,

M|2[i-E ) K.
2 10) 2
Asi, el punto medio depende s6lo de la altura del rectangulo. En este caso,
como la altura del triangulo es 10, entonces la ordenada de M sera, a lo
mas, 5.

Ahora consideramos el sistema de ecuaciones:

despejamos k de la segunda ecuacién y la sustituimos en la primera:

3(_:']3[)*]
2 10 2 5

Esta Gltima expresién la podemos escribir como:
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lo que representa una recta que corta el eje X en 2 y el eje Yen 5.

g x
El lugar geométrico buscado es el segmento de la recta ey Y —1con

ye [0,5] (figura 2.97). 3
Y
B
E  H D
8 M
. \ i
i C F I ¢ A X

Pd
s
=~

Fgura 2.9

1. Encuentra el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje X es seis
veces su distancia al eje Y.

2, Encuentra el lugar geométrico de un punto tal que la pendiente de la
recta que pasa por él y el punto P(0,2) es cinco veces la pendiente de la
recta que pasa por él y el punto Q(0,-6).

3. Encuentrael lugar geométrico de los puntos que equidistan de los puntos
A(3,9)y B(5,2).

4. Encuentra el lugar geométrico de los puntos tales que su distancia a la
rectasx+3y+7 =0 estresvecessudistanciaalarecta6y-8=0.

w
o
=

=
o
(58]

Mundey

virctual
|| 1. Recta punto-pendiente. Construye el punto P(2,3) y el escalar m = 4.
g Ahora construye la recta a que pasa por Py tiene pendiente m. Utiliza el

constructor Recta Punto-pendiente del menu de rectas. En la pantalla de
datos analiticos, oprime el botén Datos cartesianos para ver los valores de
los objetos construidos. Observa la ecuacién de la recta. Posiblemente no
es la que esperabas. Si haces el ejercicio a mano, es probable que obten-
gas 4x — y =5 =0. Recuerda que si multiplicas la ecuacién de una recta
por una constante, obtienes la misma recta. De todas las ecuaciones da-
das en la forma Ax + By + C = 0 que representan una recta, Geolab elige
aquella en la que A” + B® =1, es dedir, la normalizada. Para normalizar
una ecuacién hay que dividir todos los coeficientes entre \ A + B*; en el
gemplo, si dividimos los coeficientes entre +/4” +1° = J17, obtenemos
0.970143x - 0.242536 y — 1. 21268 = 0,que es el resultado que da Geolab.




3.

‘.

7.

En la pantalla grafica, arrastra el punto Py observa que la recta se trasla-
da con él, pero sigue teniendo la misma inclinacion.

Animacion. Generaremos la familia de rectas que pasa por P variando la
pendiente de las mismas. Crea una animacion que mueva el escalar m entre
—10y 10.En la pantalla de datos analiticos, pon el cursor en el renglén de
h recta ay elige que deje traza. En la pantalla grafica, enciende el botén de
traza (T) y ejecuta la animacién. Observa un abanico de rectas que pasan
por P.

Pendiente. En una recta Ax + By + C =0 obtenemos la pendiente des-
pejando yy fijindonosen el coeficiente de x; asi, m = — 4. Utiliza la cons-
truccion del ejercicio 1. Geolab puede utilizar los elementos de un objeto
para construir otros. Asi, si @ es unarecta, a.A, a.B, a.Cson los coeficien-
tes A, By Cde la recta. Construye el escalar calculadon =-a.A/a.By
comprueba que n=m.

Angulo. Usa la construccion del ejercicio anterior. El angulo que forma
una recta con el eje X es el angulo cuya tangente es la pendiente de la
recta. Usa el constructor Medida de dngulos — Calculado para construir
el dngulo calculado g, poniendo la férmula atan(n). En el men( de herra-
mientas puedes elegir la manera en que quieres que se muestre el valor
del angulo: radianes, grados:minutos:segundos, o grados con decimales.
Recta por dos puntos. Construye los puntos P(4,-1) y Q(8,3) y la recta
rque pasa por ellos. Observa en la pantalla grafica que los puntos Py Q
aparecen en la lista que esta a la derecha. Esto es porque fueron puntos
construidos directamente. Puedes elegir cualquiera de ellos y arrastrarlo
cn el ratén. Observa que la recta también se mueve. Ve también como
cambia su ecuacion.

Interseccion de dos rectas. Utiliza la construccién del ejercicio anterior.
Construye otros dos puntos R(2,3), S(-2,1) y la recta s que pasa por
ellos. En el menti de construccion de puntos, elige Interseccion de rectas y
construye la interseccion W de estas rectas; observa el resultado. Ahora
cambia los valores de las coordenadas de Ry S a R(5,2) y S(9,6). Ob-
serva como son las rectas. Si en la pantalla de datos analiticos oprimes
el botén Datos cartesianos, en el renglon del punto W dice no existe el
objeto. Ahora, pon losvalores R(5,0)y S(9,4); en este caso, las dos rectas
winciden y nuevamente el punto W dice no existe el objeto.

Rectas perpendiculares y paralelas. Utiliza la construccién del ejercicio
5.Construye un punto arbitrario A. Ahora construye la recta p perpen-
dicular a r que pasa por A. Observa los coeficientes de ambas rectas,
iqué relacion hay entre ellos? Construye una recta f paralela a r que pase
por A. ;Qué relacién hay entre los coeficientes de ty r?

Distancia de un punto a una recta. Utiliza la construccién del ejercicio
5. Construye una recta que pase por Py Q (al construirla, elige los pun-
tos en ese orden). Construye un punto arbitrario A y la distancia d del
punto A a la recta r.Observa que d < 0 cuando A estd arriba de la recta,
yd > 0 cuando esta debajo. Esto no coincide con lo expuesto en el apar-
tado “Distancia de un punto a una recta”. jPor qué? Si Geolab construye
una recta por los puntos Py @, la orienta como si fuera un rio. Al ir de P
a Q, el lado izquierdo es el negativo y el derecho es el positivo. Al calcular
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la distancia del punto a la recta, no toma el valor absoluto del nume-
rador de |a ecuacién (2.30), sino que pone un signo de acuerdo con la
orientacién de la recta. En la pantalla de datos analiticos, selecciona la
recta, y en tipo de dibujo (a la derecha de donde se elige el color) selec-
ciona orientada — continua. Observa que en el extremo de la recta apa-
rece una flecha que muestra la orientacién. Construye otra recta s que
pase por Q y P (en ese orden). Observa que |a ecuacién de s es igual a
la de r si multiplicamos todos los coeficientes por —1. La recta s esta
orientada en el otro sentido que r. Construye la distancia e del punto
A alarectasyobserva que ahora s es positiva cuando A estd arriba de
la recta.

9. Bisectriz de un angulo. Construye los puntos P(4,—1), Q(8,3) y R(3,6).
Construye las rectas ry sde Pa Qy de Pa R, respectivamente (los puntos
en ese orden). Construye un punto arbitrario A y las distancias d1 y d2,de
A a ry s, respectivamente. Las rectas dividen el plano en cuatro regjones.
Mueve el punto A hacia cada una de las regiones y observa gue los ntiime-
ros d1 y d2 son positivos en una de ellas, negativos en la regién opuesta
por el vértice a la anterior, y que tienen signos opuestos en las otras dos
regiones. Construye la bisectriz de las rectas r, s utilizando la opcién inte-
rior del menu Bisectriz. Observa que esta bisectriz pasa por las regiones
donde d1 y d2 tienen el mismo signo. Construye la bisectriz de las rec-
tas r, s utilizando la opcién Exterior del men( Bisectriz. ;Por qué regiones
pasa? En ocasiones no deseamos que Geolab tome la decisién de cual bi-
sectriz dibujar, en ese caso, podemos construir la bisectriz que pase por
la region en donde esta cierto punto. Construye la bisectriz de las rec-
tas r, s utilizando la opcién En la misma region que un punto, y utiliza el
punto A para determinar la region. Cambiala de color para distinguirla
de las otras bisectrices. Arrastra el punto A hacia las diferentes regiones
yobserva cémo lo “persigue” la bisectriz.

Geolab

Resumen de la unidad )

» Forma punto-pendiente de |a ecuacién de una recta y - y, m{x x,
» La ecuacién de la recta que pasa por los puntos P( i yl y Q(;vc2 ) yz)

y-y= ﬁ (x=2x).

» Forma pendiente-ordenada al origen de la ecuacién de una recta y = mx + b.
» Ecuaci6n de la recta vertical que pasa por el punto (k. k), x=h.

» Forma general de la ecuacion de unarecta Ax + By + C =0,

» Forma simétrica de la ecuacién de unarecta£+ 5 =1.

» Dos rectas distintas no verticales son paralelas si 7, =m,,

» Dos rectas no verticales son perpendiculares si #,m, = =1,
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Ax, + By, +
) LadistanciadeunpuntoP(anﬁ]a|arﬁ“an+By+C=ﬂesd=| \,:'Az—y;ﬂq
+

PSiAx+By+C =0y Ax+B,y+C, =0son las ecuaciones de £, y £,, respectiva-
mente, las bisectrices de los angulos determinados por ellas estan dadas por:

|Ax+By+C| |Ax+By+C)

Jai«B  [aleB

Ecuaciones paramétricas de la recta.
» Unasecuaciones paramétricas dela recta que pasa por los puntos R(xu ) yu) y Q(xl, yl)
son:

x=x,+t(x, =% ) y=yo+t(y- %)
» Unas ecuaciones paramétricas de la recta y =mx + b son:
x=t, y=mt+b

P Unas ecuaciones paramétricas de la recta Ax + By+ C=0con A #0son:

( Ejercicios de repaso

En cada caso, encuentra la ecuacién de la recta que tiene las propiedades dadas.

La pendiente es igual a — 1y pasa por el punto P(2,6).

Pasa por los puntos P(-2,3) y Q(4,-3).

La pendiente es 1y la ordenada al origen es igual a —2.

Paralela a la recta 3x = y +1 =0y pasapor el punto P(=5,-1).
Perpendicular a la recta 2x — 5y =0 y pasa por el punto P(2,-1).
Perpendicular a la recta x = 6 y pasa por el punto P(7,-1).
Paralela a la recta y = -2 y pasa por el punto P(3,4).

Pasa por el punto P(1,—4)y forma un 4ngulo de 135° con el eje X.

N N s

En cada caso, encuentra lo que se pide.

9. Sidos vértices de un tridngulo equilatero son los puntos A(-3,2) y B(1,2), en-
cuentra el tercer vértice.

10. Si el extremo de un segmento es el punto A(5,3) y el punto medio de dicho
segmento es B(6, 1), jcuél es el otro extremo del segmento?
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11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

2““

21.

22,
23.
24.
25.
26.

27.

29,

30.

31.

Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x,y) tales que la
diferencia de los cuadrados de sus distancias a dos puntos A(5,3) y B(—1,6) es
igual a 25.

Dado el tridngulo con vértices A(-3,7), B(-7,—5) y C(5, 1) encuentra la ecua-
cion de la recta que es perpendicular a la recta que une los puntos medios de
los lados AB y BCy pasa por el punto medio de AC.

Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos medios de los seg-
mentos ABy CD, donde A(7,4), B(11,4), C(—3,—4), D(4,2).

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos medios de los seg-
mentos ABy CD, donde A(3,7), B(1,3), C(3,4), D(5,8).
Losladosdeuntridngulo estansobrelasrectas1lx -3y -1=0,7x +4y +23=0
y 2x =3y +19 = 0.Encuentra sus vértices y la longitud de sus lados.

Dadas las rectas 20x - 21y + 6 =0 y8x —6 y -9 =0, encuentra la ecuacion de
la recta bisectriz del angulo agudo.

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto donde se cortan las
rectasdx+9y+7=0yx-6y-23=0, yel punto P(2,7).

Encuentra los valores de las constantes m y b en la ecuacién de la recta
y=mx +b silarecta pasa por los puntos P(-2,6) y Q(3,—4).

Demuestra que la longitud de cualquier lado del tridngulo cuyos vértices son
A(5,-2), B(2,-2) y C(5,-6) es menor que la suma de los otros dos lados.
Encuentra la ecuacion de la recta que es paralela a la recta determinada por los
puntos A(=3,-5) y B(2,-2) y que pasa por el punto C(=3,0).

Dibuja la regién que se encuentra arriba de la recta 2x =9y + 5 = 0, debajo de
la recta 2x - y +10 = 0 y debajo de la recta 2x + 7y - 22 = 0. Escribe las des-
igualdades que describen la region.

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto donde se cortan las
rectasx +4y =0y x-3y-7 =0, y que tiene pendiente igual a —6.

Encuentra la distancia entre las rectas 5x -3y +6=0y5x -3y-24=0.
Encuentra la distancia entre la recta 5x — 8y + 16 = 0y el punto P(5,-2).

Dado el tridngulo con vértices A(1,7), B(-3,0) y C(6,-2), encuentra la distan-
cia de cada uno de los vértices al lado opuesto del triangulo.

Considera el tridangulo con vértices A(0,4), B(-2,0) y C(2,0) y encuentra sus
tres angulos. ;Es un tridngulo isésceles?

Prueba que las rectas 2x+ y =11=0 y 4x + 2 y - 3 = 0 son paralelas y encuen-
tra la distancia entre ellas.

Sean A(—2,6), B(1,6) y C(—2,3) los vértices de un tridngulo isésceles. Prueba que
el punto P(—1,4) esté sobre la recta que une By C. Prueba que la suma de las
distancias de Pa los lados del tridngulo es igual a la distancia de C a la recta AB.
Repite el problema 28, pero ahora con P(—3,2). ;Podrias encontrar otro punto
para el cual se obtenga el mismo resultado?

Encuentra la ecuacién de la recta que cumpla que el drea del paralelogramo
formado porlasrectasx = y-2=0,3x-3y~1=0y el eje X sea 2. Recuerda
que el area del paralelogramo se obtiene multiplicando la base por la altura. La
solucién no es tnica.

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(B, %) y forma en el
primer cuadrante, con los ejes coordenados, un triangulo cuya area es 9.
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33.

34.

35.

36.

37.

Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(2,-2) y es tal que la
suma de la ordenada del punto de interseccion de la recta con el eje Y, mas la
abscisa del punto de interseccion de la recta con el eje X, sea igual a 3.
Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(—30,8) y es tal que la
suma de la abscisa del punto de interseccion de la recta con el eje X sea igual a
8 mas la ordenada del punto de interseccion de la recta con el eje Y.
Considera la recta £ dada por la ecuacion 7x -3y =63 =0 y el tridngulo con
vértices A(—2,7), B(—5,4) y C(4,0).Cada lado del tridngulo es la diagonal de un
paralelogramo cuyos lados son paralelos a la recta £ y al eje X.

a. Encuentra los vértices de cada uno de los paralelogramos.

b. Para cada paralelogramo, encuentra la ecuacion de la recta que contiene la
otra diagonal.

¢. Encuentra las coordenadas del punto en el que se cortan las tres rectas del
inciso anterior.

La cuota por consumo de agua durante el tercer bimestre de 1999 en la Ciudad

de México es de $25.10 —si el consumo fue de 20 m? al bimestre—, mientras

que por un consumo de 30 m?, también bimestral, la cuota es de $40.86. Si la
cuota se calculara de manera lineal, jcual seria el monto a pagar por un con-

sumo bimestral de 25 m*?

Considera el tridngulo cuyos vértices son el origen, A(5,0) y B(0, 8).

a. Encuentra la ecuacion de la altura del tridngulo que pasa por el origen.

b. Construye un cuadrado en el segundo cuadrante que tenga a Bcomo uno
de sus vértices. Llamamos E al vértice opuesto al origen y F al que est4 sobre
el gje X.

¢. Construye un cuadrado en el cuarto cuadrante que tenga a A como uno de
sus vértices. Llamamos Cal vértice opuesto al origen y D al que esta sobre el
eje Y. ;Qué coordenadas tienen Cy D?

d. Encuentra las coordenadas del punto donde se cortan las rectas EAy BCy
prueba que el punto esta sobre la altura del inciso a.

e. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por D y por C. Encuentra la
ecuacion de la recta que pasa por Ey por F.Encuentra las coordenadas del
punto donde se cortan estas rectas y prueba que el punto esta sobre la al-
tura del inciso a.

Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1,-3)y cuya distan-

cia al origen es igual a 1. Sugerencia: Puedes suponer que la ecuacién de la recta

buscada esdelaformax + By+C=0.
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Autoevaluacién )

1. Encuentra la pendiente de la recta que pasa por

4

.

(5,4) y (8,-3).

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 36.

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el
punto (2,-3) y tiene pendiente —5.

a. y==-5x+13.

b. y=5x-13.

C y==5x+7.

d. y=-5x-13.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 43.

iCual de las siguientes ecuaciones no representa
la misma recta que las demas?

a -7x+3+3y-1=0.

b. 14x +4y-1=0.

c. 42x+4y-3=0.

d.28x-$y+2=0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 55.

Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el
punto (—1,4) y tiene pendiente 2.
a-x+2y-9=0.

b.2x-y+2=0.

C2x+y+6=0.

d.2x-y+6=0,

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 43.

iCual de los siguientes puntos es colineal con los
puntos (1, 6) y (-2,-3)?

a. (5, 18).

b. (1, 0).

¢ (2,-3).

d. (0, -3).

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 98.

6. Encuentra la interseccion de las rectas

3x-y+5=0y2x+3y-4=0.

a. (2,-1).

b. ("’% ™ %).

C. (—1,2}.

d. ("‘%:%)

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 62.

. Encuentra la recta paralelaa -2x + 8y - 1 =0 que

pasa por (2, 3).

a—-4x+y+5=0.

b.-x+4y-10=0.

cx+4y-10=0.

d.-x+4y-5=0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 73.

Encuentra la recta perpendicular a

5x =3y +2 =0 que pasa por el punto (-1,-1).
a.3x+5y+8=0.

b.3x-5y-2=0.

€ ox=3y+2=0.

d.3x-5y+2=0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta las paginas 43 y 73.

9.VEncuentra la distancia del punto (2, 3) alarecta

3x-4y-9=0.
a. 27.
27
b. -%.
27
¢ .

27
d. £

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 88.

10.Encuentra la distancia entre las rectas
5x=12y-1=0y5x-12y+8=0.

a9 B
9 9
d. 5. | _
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 92.
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( Heteroevaluacién

1. Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P(-1,8) y Q(-3,-5).

2. Encuentra la distancia del punto P(-7,2) a larecta y = =3x +12.

3. Encuentra la interseccion de las rectas 5x =6y -7 =0y 10x -12y+5=0.

4. Determina |ladistancia entre las rectas paralelas —x+3y-15=0y6x -18y+2 = 0.

5. Encuentra la ecuacién de |a recta que pasa por P(3,—5) y es perpendicular a la recta
8x +10y-15=0.

6. Encuentra las bisectrices de los angulos formados por las rectas 6x -8y +3=0y
10x+24y-7=0.



Las

Unidad

qui se introducen las curvas que cons-
tituyen una de las partes centrales de
los estudios que se hacen en este libro:
las cénicas. Estas han sido profusa-
mente tratadas por los matematicos. Hay traba-
jos sobre ellas que se remontan a la época de los
famosos geémetras griegos de la Antigiiedad. Son
muchas sus propiedades, varias de las cuales son
aprovechadas en la ingenierfa, arquitectura y ela-
boracién de instrumentos dpticos y aclsticos.

En esta introduccion se les presenta resaltando
su aparicién como cortes planos de conos de dos
mantosy, en ciertos casos, de cilindros. Sin embar-
g0, rdpidamente se les relaciona con ecuaciones
de segundo grado, al reconocérseles como lugares
geométricos de puntos que satisfacen condicio-

conicas

nes que se refieren a distancias entre puntos o de
puntos a rectas. Para establecer esta conexion,
que las trae al ambito de la geometria analitica,
se dedica una seccién donde, con argumentos
geométricos, se llegan a establecer ecuaciones
que relacionan distancias.

Para esta seccién es conveniente recordar que
el segmento que une el centro a todas las tangen-
tes de un punto P de una esfera dada tienen la
misma longitud; como también sucede en el caso
del circulo. Son también usados otros argumentos
geomeétricos intuitivamente claros, por ejemplo:
una esfera inscrita en un cono (o cilindro) circular
recto es tangente a este a lo largo de un circulo y
el plano que contiene dicho circulo es paralelo a
la base del cono (o cilindro).



En esta unidad revisaras los siguientes temas. Obsérvalos
y reflexiona acerca de lo que sabes sobre ellos.

Las conicas
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S5 | pardbola
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cdnicas

S 1a hipérbola

Euhvalencia entre

s definiciones de

bs conicas mediante
crtes deun cono o un
cllindro por un plano,
y las definiciones en
#rminos de distancias

Traslaciones
de los ejes
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Reloj solardel escultor
polaco G. Kowalski.

Figura 3.1

Las secciones conicas

Durante los Juegos Olimpicos de 1968 escultores de todo el mundo donaron algu-
nas de sus obras, que hoy adornan el anillo periférico de la Ciudad de México. En la
fotografia de la izquierda vemos la obra Reloj solar del escultor polaco G. Kowalski,
que esta formada por varios conos truncados.

Un cono circular recto de dos mantos es una superficie que se obtiene al girar una
recta £ como se indica en la figura 3.1. En esta figura, C es un circulo con centro O.
El punto V que queda fijo al girar £ es llamado el vértice del cono y cada recta que
pasa por V'y que esta en la superficie se llama una generatriz del cono. La recta OV,
que es perpendicular al plano que contiene el circulo C, es llamada el eje del cono.

El dngulo atformado por el eje del cono y cualquiera de las generatrices es llama-
do el semidngulo central del cono.

Para lo que sigue es conveniente recordar que el angulo formado por un plano P
y una recta £ que no es perpendicular a P es el angulo B (figura 3.2).

FAgura 3.2

Dicho dngulo 0= B <90° es el dngulo entre |a recta £ y la recta £’ que es la inter-
seccidn del plano Py el plano Q que contiene las rectas £ y #n,donde n es perpendi-
cular al plano P. Cuando £ es perpendicular a P, definimos §=90°.

Asi, el angulo entre una recta y un plano varfa entre 0° y 90°. Decimos que el
plano y la recta son paralelos si f=0° y que son perpendiculares si §=90°

Se conocen como secciones conicas aquellas curvas que pueden obtenerse al cor-
tar un cono de dos mantos con un plano, como se muestra en las figuras 3.3, 3.4 y 3.5

elipse pardbola hipérbola

Figura 3.3 Figura 34 Fgura 3.5
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Supongamos que o es el semiangulo central del cono y que el plano forma un
angulo 0 = B <90° con el eje del cono, entonces la cénica originada en el corte es:

P Una elipse, si a < 8 <90°.

» Una pardbola, si B=ct.

» Una hipérbola, si 0<f<a.

Los siguientes son casos particulares de cénicas:

b Elcirculo; caso particular de a elipse, cuando g =90°, es decir, cuando el eje del
cono es perpendicular al plano que hace el corte. O sea, el plano es horizontal
(figura 3.6).

» Dos rectas que se cortan; caso particular de la hipérbola, es decir, el plano de
corte es vertical, pasa por el vértice del cono (figura 3.7).

» Un punto,cuando el plano corta el cono Unicamente en el vértice, caso espe-
cial en que 8 =90°y que el plano pasa por el vértice (figura 3.8).

» Una recta, cuando el plano es tangente al cono (caso especial de =) (figura

X

Figura 3.6 Fgura 3.7 Figura 3.8 Agura 3.9

Los ultimos tres casos se llaman cdnicas degeneradas.
Cuando se corta un cilindro con un plano, también se obtienen cénicas, algunas
de las cuales son cdnicas degeneradas.

/ """""" 7

e ————————

- -

(,
[
;
/_
..\

Fgura 3.10 Fgura 3.11 Fgura 3.12 Figura 3.13
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» Cuando el plano no es paralelo ni perpendicular al eje del cilindro, se obtiene
una elipse (figura 3.10).

» Cuando el plano es perpendicular al eje del cilindro, se obtiene un drculo (figura
3.11).

» Cuando el plano es paralelo al eje del cilindro se pueden obtener: dos rectas
paralelas, una recta o el conjunto vacio (figuras 3.12 y 3.13).

Las definiciones geométricas de las conicas no resultan practicas para muchas
aplicaciones. Con el uso de la geometria sintética es posible probar que estas defi-
niciones son equivalentes a otras que estan dadas en términos de distancias y que
permiten obtener propiedades y aplicaciones de ellas.

Veamos primero algunos ejemplos.

El circulo

Encontrar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al origen es 4 (figura 3.14).

Y 4

Figura 3.74
Solucién:
En general, los puntos que equidistan de un punto dado describen un circulo con

centro en dicho punto. Asi, en este caso el lugar geométrico es un circulo de radio 4,
con centro en el origen. Un punto P(x, y) esta sobre el circulo si:

&

Dadusf*f,xl._l-l] y Qlx,. ¥,), -)
ladistancia de Pa } es

d(P,Q)=/(x,—x, )’ +(y, -y ). d(P,0)=4.

Sustituimos las coordenadas de P y O en la féormula de la distancia entre dos
puntos (1.1)

\/(Jt:—(l')2 +(y-0)’ = sz +y’ =4,
Elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacion y obtenemos:
x’+y*=16,
o bien:
x*+y’-16=0

que es la ecuacién del circulo con centro en Oy radio 4.
En la unidad 4 estudiaremos con detenimiento los circulos.
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La parabola

Encontrar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de la recta y+1=0y
del punto F(0,1).

Solucién:
Llamamos ¢ a la recta (figura 3.15). Para que un punto Q(x, y) pertenezca a este
lugar geométrico, debe satisfacer:

d(Q, )=d(Q, F).

Figura 3.15

Sustituimos la ecuacién de ¢ y las coordenadas de F y Q en las formulas de la
distancia de un punto a una recta (2.19) y de la distancia entre dos puntos (1.1).

Obtenemos:
|y+l| ) . )
T= f(x._,o)z +(_)""1)2- Ladistanciade un punto
12

P(x,.y, )alarecta
Ax+By+C=0es
Ax, + By, +C

v A+ B

Elevamos al cuadrade ambos miembros de la ecuacion:

d=

(y+1)' =x"+(y-1)"
Pasamos todos los términos al mismo miembro, es decir, efectuamos las operaciones:
(y+1)° =5 =(y-1’=0
y2+2y+1-x2-(y2-2y+l)=0
-x*+4y=0,
que es la ecuacion buscada.

Esta curva se denomina pardbola y la estudiaremos con detenimiento en la uni-
dad 5.
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La elipse

Encontrar el lugar geométrico de los puntostales que la suma de susdistancias a los
puntos F(12,0) y F'(—12, 0) sea igual a 26.

Solucién:
Para que un punto P(x, y) pertenezca a este lugar geométrico (figura 3.16) debe
satisfacer:

d(P,F)+d(P,F')=26.

¥

Fgura 3.16

Sustituimos las coordenadas de los puntos P(x,y). F(12,0) y F'(-12,0) en la
ecuacién anterior y utilizamos la formula de la distancia entre dos puntos (1.1),
obteniendo:

Jx=127 +(y-0) + /(x— (~12) + (y—-0)* =26
J{x—12)2+yz +\/{x+12)2 +y* =26

Para eliminar los radicales, realizamos el siguiente procedimiento, de manera
que del lado izquierdo de la ecuacién quede uno de los radicales:

[(x-12) +y* =26-(x+12)* +¥*,

después elevamos ambos miembros al cuadrado, teniendo cuidado de aplicar co-
rrectamente la férmula del cuadrado de un binomio:

(x-12)"+y* =676 -52/(x+12)"+ y* + [(x+ 12)* + yz]_

Efectuamos las operaciones indicadas y pasamos todos los términos al lado izquier-
do, excepto el radical:

x°—2Ax+14 + y* =676 =52,/ (x +12) + y* +x* + 24 x +144 + y*
—48x-676 ==52./(x+12) +y2
12x+169 =13,/(x+12)* +y*.
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Elevamos nuevamente al cuadrado, eliminando asi el segundo radical:

(12x+169)* =169 (x+12)*+ y*].

Efectuamos las operaciones:
144x" +24 (169).7:+(169 )2 =16'E-‘r[:c2 +24x+144+y’ };
y finalmente:
25x* +169 y* -4225=0,

que es la ecuacion del lugar geométrico pedido.

El lugar geométrico formado por los puntos cuya suma de distancias a dos pun-
tos fijos es constante se denomina elipse. En la unidad 6, estudiaremos las elipses con
detenimiento.

La hipérbola

Encontrar el lugar geométrico que consta de todos los puntos tales que la diferencia
entre las distancias de ellos a los puntos F(2,0)y F'(-2,0) es igual a 2 (figura 3.17).

Solucién: Y

Figura 3.17

Para que un punto P(x, ¥) pertenezca a este lugar geométrico, debe satisfacer:

(d(P,F')~d(P,F)=2,) i

o bien:

d(P,F)-d(P,F')=2,

es decir,

(d,F)-d(p,F)=-2.) (52)
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Combinamos las ecuaciones (3.1) y (3.2), y obtenemos:
d(P,F)-d(P,F')==2.

Sustituimos las coordenadasde los puntos P(x, y), F(2,0) y F(-2,0) en la férmu-
la de la distancia entre dos puntos (1.1) y obtenemos:

J&=2)2 +(y=0)* —/(x—(-2)) +(y—0)* =22
J(xu2)2+ y' - J{x+2)’ +y' =2,

Procedemos de manera similar al caso de la elipse, pasando un radical al otro
lado de la ecuacién y elevando al cuadrado:

(-2 +y =[x+ 27 +y | 24 +2) + 3 +4.

Simplificando y dejando solo al radical en un lado de la ecuacién, tenemos:

X —dx+4+ Y =x +4x+4+ Y £4(x+2)' + 5’ +4
2x+1==x(x+2)" +y".

Elevando al cuadrado nuevamente, deja de importar el signo +:

(2x+l)z =(x+2)+y’

A +dx+1=x"+4x+4+y’.

Pasamos todos los términos a un lado de la ecuacién y obtenemos:
3x’ -y'=3=0,

que es la ecuacion del lugar geométrico pedido.

El lugar geométrico formado por los puntos cuya diferencia de distancias a dos
puntos fijos es constante se denomina hipérbola. En la unidad 7, estudiaremos las
hipérbolas con detenimiento.

De acuerdo alos ejemplos anteriores, podemos definir las cénicas de la siguiente
manera:

» Una pardbola es el conjunto de los puntos del plano que equidistan de una

recta fija y un punto fijo que no esté en ella.

» Una elipse esel conjunto delos puntos del plano cuya suma de distancias a dos

puntos fijos es constante.

b Una hipérbola es el conjunto de los puntos del plano cuya diferencia de distan-

cias a dos puntos fijos es constante.



Estas definiciones son similares a la ya conocida del circulo, como el conjunto de
puntos del plano cuya distancia a un punto fijo es constante.

La geometria analitica toma estas definiciones y las combina con el dlgebra; asi
todas las conicas pueden representarse mediante ecuaciones de segundo grado en
dos variables, y reciprocamente, toda ecuacién de segundo grado describe una co-
nica o un caso degenerado de alguna de ellas.

Equivalencia entre las definiciones de las conicas mediante
cortes de un cono o un cilindro por un plano, y las definiciones
en términos de distancias

La mayoria de los libros empiezan el estudio de las conicas hablando de los dife-
rentes cortes que puede hacer un plano a un cong, y posteriormente se definen
dichas conicas en términos de distancias de un punto a dos focos o a un foco y una
directriz. Pero no es usual que se muestre que estos dos conceptos son equivalentes.

Dado que no es facil encontrar las demostraciones de dichas equivalencias, he-
mos decidido incluirlas aqui, haciendo la aclaracion de que este apartado es op-
tativo en un primer curso de geometria analitica, ya que si bien no son dificiles, si
requieren de cierta madurez por parte del estudiante.

Cortes de un cilindro

Un cilindro circular recto es una superficie que se obtiene al hacer girar una recta £
cmo indicamos a continuacion,

En la figura 3.18, Ces un circulo con centro en O.Observemos que £ es perpendi-
cular al plano que contiene a C. La recta que pasa por O y es perpendicular al plano
que contiene a Cse llama eje del cilindro.

Es claro que si un plano corta el eje del cilindro en un angulo recto, se forma
un circulo.

Cuando el plano corta el cilindro de manera que no sea paralelo ni perpendi-
cular al eje, forma una curva E que parece elipse. Veremos que efectivamente es
una elipse.

Consideremos una esfera del mismo radio que
el cilindro; deslicémaosla en el cilindro, como si fuera
una pelota de tenis dentro de su envase, hasta que
toque el plano. Tomemos otra esfera y hagamos lo
mismo en el otro lado del plano. Las esferas tocan el
plano en dos puntos F, y F, (figura 3.19). Veremos
que estos son los focos de la elipse. (A la derecha
aparece la misma figura vista de perfil, y puede ser
mas facil seguir la construccién en ella).

Sea B un punto de la curva E. La recta que esta
en el cilindro y pasa por B toca las esferas en dos
puntos P,y P,.

BF, y BP son tangentes a la esfera desde B, asi
que por la simetria de la esfera tenemos:

9

i 77
_-i

—

fﬂ.

i

"

Las cénicas 133 )

Figura 3.18

Figura 3.19
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Fgura 3.20

Agura 3.21

BF, =BP;

de igual manera,

BF,=BP,

luego:

BF,+BF, =BP +BP,=PD,.

Sin embargo, la distancia P, P, es independiente del punto B que se haya escogi-
do en la curva E, ya que es la distancia entre los ecuadores de las esferas, por tanto,
BF, +BF, es constante para todo punto Bde la curva E, asi que E es una elipse.

Cortes de un cono

El argumento anterior puede aplicarse también a la figura 3.20, por lo que
un plano que corta un cono con un angulo menor al formado porel ejey la
generatriz genera una elipse.

Conforme se inclina el plano la elipse se alarga; y cuando es paralelo ala
generatriz, la curva deja de ser cerrada y se vuelve una parabola, como vere-
mos un poco mas adelante.

Si inclinamos mas el plano, este corta el cono dos veces; una vez en la
parte inferior y otra en la superior. Llamemos H a la curva formada por la
interseccion del plano y el cono. Veamos que H es una hipérbola.

Coloquemos dos esferas dentro del cono de manera que sean tangentes
al plano de corte, como se muestra en la figura 3.21.

Consideremos un punto B en la curva H. De manera similar a como lo
hicimos con la elipse, si sobre el cono construimos una recta que pase por B,
esta es tangente a las esferas en P, y P ; entonces:

BF =BP, y BF,=BP,

luego:
BE,-BF, =BP,-BP, =PP,.

Como esta distancia es constante, entonces BF, BF, es constante y, por
tanto, H es una hipérbola.

Por dltimo, consideremos un plano ¥ paralelo a la generatriz del cono.
Veremos que la curva formada por la interseccién del plano y el cono es una
parabola.

Consideremos dentro del cono una esfera que sea tangente al plano,
como en la figura 3.22. La interseccion de la esfera y el cono forma un circulo
C. Este circulo esta en un plano & que es perpendicular al eje del cono.



Los planos yy 8se cortan en una recta £ Veremos que esta recta es la di-
rectrizde la parabola, y el punto F donde la esfera toca el plano -y es su foco.

Tomemos un punto B en la curva p. La recta que une B y el vértice del
cono corta el circulo Cen un punto R. Este punto esta también en el plano &.

La recta vertical que pasa por B corta el plano den un punto D.

En el plano vy, tracemos la recta perpendicular a £que pasa por B.Esta recta
corta £ en el punto S. La longitud del segmento BS es la distancia de Ba £

BF=BR, ya que BF y BR son tangentes a la esfera, trazadas desde B.

Como el plano vy tiene la misma inclinacién que una generatriz del cono,
los 4ngulos RBD y DBS son iguales y los angulos RDB y DSB son rectos, asi
que los triangulos RBD y DBS son congruentes y, por tanto,

BS=BR=BF;

es decir, la distancia de B a F es la misma que la distancia de B a £.Como B
era un punto arbitrario de la curva p,entonces p es una parabola.

Traslaciones de los ejes

Consideremos los puntos A(5,2), B(0,0) y C(4,6) con respecto a un sistema de
wordenadas XY en el plano cartesiano. Si colocamos otras ejes cartesianos X'Y",
paralelos a los anteriores pero de manera que su origen esté en el punto C(4,6) del
sistemna original, ;cudles serdn las coordenadas de los puntos A, By C respecto a los

gjes X'Y'?

Solucién:
Veamos primero la solucién graficamente.

L
i
Y i !
8 1 i
bl 14 SRR + ———————————— -
Cr i
41 : A
LA
29 [
B i
2 4 6 8 X
Fgura 3.23

Dibujamos los ejes cartesianos XY y marcamos los puntos A, By C,como en la
figura 3.23. Ahora olvidémonos de los ejes originales y dibujemos un nuevo par de
ejes X'Y' utilizando la misma escala que la original, cuyo origen esté en C.Vemos
que las coordenadas de los puntos A, By C, respecto al nuevo sistema de coordena-

das, son A(1,-4), B(—4,-6) y C(0,0).
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Fgura 3.22
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Observamos que lo que hicimos fue restar las coordenadas de C a |as coorde-
nadas de los puntos respecto al sistema X Y para obtener las coordenadas de ellos,
respecto al nuevo sistema de coordenadas X' Y":

(5’2) _"(5*4:2 ""6)=(]-:'_4)
(0,0)—=(0-4,0-6)=(-4,-6)
(4:6) e (4 -4 :6-6)=(0:0)-

En el estudio de las cOnicas, a veces es conveniente “maver” los ejes cartesianos
para que la curva que estamos estudiando quede en una posicién mas “facil” res-
pecto a los ejes cartesianos y su ecuacion sea mas simple. Los movimientos que se
pueden hacer con los ejes son traslaciones, que veremos a continuacion, y rotacio-
nes, que veremos en la unidad 8.

Consideremos un sisterna coordenado X Y en el plano cartesiano. Tomemos un
punto O’ (h, k) distinto del origen, tracemos un nuevo par de ejes cartesianos X'Y’,
con origen en O, paralelos a los ejes X y Yoriginales. Cada punto Pdel plano puede
expresarse con coordenadas en términos de X Y, 0 en términosde X' Y".

Veamos como encontrar las coordenadas de un punto cualquiera Pen el nuevo
sistema de coordenadas X'Y".

Llamemos (x, ) a las coordenadas de P, respecto al sistema X Y, y (x', ¥') a sus
coordenadas respecto a X'Y".

En la figura 3.24, trazamos desde P rectas perpendiculares a los ejes X Y

v A ! A para encontrar sus coordenadas x, y. Observamos que estas rectas también
: cortan los ejes X'Y" en x', y' respectivamente. De la misma manera, marca-
o P mos en los ejes X Y las coordenadas h, kde O'.
Y }1- T Tenemos, entonces:
: i
S R 1 X =xh
0 h :; X ek

Figura 3.24

con lo cual hemos encentrado la relacion entre ambos sistemas de coorde-
nadas de P

(3.3)

Esto es, para obtener las coordenadas de P respecto al nuevo sistema X'Y’, se
deben restar, a las coordenadas originales de P, las coordenadas originales del nuevo
origen O'. Estas férmulas se conocen como férmulas de traslacién de ejes y relacio-
nan las coordenadas de P, respecto al sistema original de coordenadas XY, con sus
coordenadas respecto al nuevo sistema X'Y".

1. Encontrar las coordenadas de los puntos A(3,-2), B(-7,3) y C(2.4,-8.6)
si se traslada el origen de coordenadas al punto O'(—4, 3) (figura 3.25).



Solucién:
Sustituimos las coordenadas de O’ en las formulas de traslacién (3.3):

x'=x-(-4)=x+4

y'=y=3.
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de coordenadas X Y al
sistema X' Y con origen
en el punto O'(h,k)
utilizamos las férmulas

x'=x-h
Sustituimos las coordenadas x, yde los puntos A, B, Cen las ecuaciones y'=y-k.
anteriores para obtener sus coordenadas x', y'.
Para el punto A: x'=3+4=7 y'A Y4
y =-2-3=-5. By a4t .
P2 d X'
Para el punto B: X'==7+4=-3 = 4 = A
y'=3-3=0. L 2] A X
-
Para el punto C x'=24+4=64 -6+
y'=-8.6-3=-1L6. S N
Agura 3.25

Asi que, las nuevas coordenadas de los puntos son A(7,-5), B(-3,0),
C(6.4,—116).

2. Trasladar los ejes para tener un nuevo sistema de coordenadas con origen
Oen el punto medio del segmento delimitado por A(5,5) y B(11,-3) ydar
las coordenadas de A y B respecto a este nuevo sistema de coordenadas.

Solucién:
Encontramos primero el punto medio de Ay B:

5-3

5+11
= * =8 k=—-=1'

2

h

asi que las coordenadas del punto medio son (8, 1) (figura 3.26).
Entonces, las formulas de traslacion de ejes estan dadas, en este caso,
por las férmulas:

x=x-8

’

Las nuevas coordenadas de A son:

Para trasladar el sistema )

4
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Las nuevas coordenadas de B son:

x'=11-8=3
y ==3-1=-4

Observemos que el punto medio de (-3,4) y (3,-4) tiene coordenadas
[x', y’) = (0, 0).corno era de esperarse.

o
B
o O ..

Supongamos que la recta £ tiene ecuacion 5x =3y —15 =0.Encontrarla
ecuacion de la misma recta, con respecto al sistema de ejes X'Y” paralelos
a los originales y con origen en 0'(9,5).

X Solucién:

; ; 6‘ } Ju : > Resolvamos primero el problema geométricamente, Graficamos la recta;
2 # \ X para ello, conviene escribir la ecuacién en la forma de pendiente-ordenada
- === B al origen:
i 3y=5x-15
Fgura 3.26 5
=—x->5.
x 3
Asi, vemos que la recta tiene pendiente 3y corta el eje Yen (0,-5).
Tracemos ahora los nuevos ejes X' y Y’ con origen en O'(9, 5) (figura 3.27).
Vemos que la recta corta el nuevo eje Y’ en el punto (0,5) y tiene la misma
. pendiente 3. Si llamamos (x', ¥') a las coordenadas de los puntos, respecto al
Pensamient : ;
cr i'tl C nuevo sistema de coordenadas, la ecuacion de la recta es:
5
5i consideramos dos y' = -5 X +5

puntos P(x,, )y Q(%:7,)
en el plano cartesiano y
aplicamos unatraslacién,
jcomo es ladistancia entre
P'yQ' conrespectoala
distanciaentre Py Q?

Y 4
20t
15

Figura 327

que, en la forma general, es:

(Sx' —3y'+15= 0) (.4)

Veamos ahora otra manera de obtener esta Gltima ecuacién, utilizando las
férmulas de traslacién de ejes (3.3).
Tenemos una recta dada por una ecuacion en x, y:

5x-3y~15=0.j (3.5)

Queremos trasladar los ejes de manera que el nuevo origen quede en el punto
0'(9,5). Las férmulas de la traslacién de ejes:

x'=x-9
y=2=>
nos dan los valores de x', " en términos de x,y.

Lo que necesitamos ahora es conocer los valores de x, yen términos de x', ',
para sustituirlos en la ecuacién (3.5).
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Despejamos x, y de las ecuaciones anteriores:
x=x"+9

F=yES,

y sustituimos estos valores en la ecuacién de la recta ¢ (3.5):
5(x' +9)=3(y' +5)=15=0.

que es la misma ecuacién que obtuvimos geométricamente.
Efectuando las operaciones, tenemos:

5x' =3y'+15=0

En general, si tenemos un lugar geométrico que satisface una ecuacién en x, y res-
pecto a un sistema de coordenadas XY y trasladamos los ejes, de manera que el
origen quede colocado en un punto O'(h, k), mediante las férmulas de traslacién:

x'=x-h
y =y-k

'

para obtener la ecuacién de dicho lugar geométrico respecto al nuevo sistema de
coordenadas X'Y’, debemos despejar x y y de las ecuaciones anteriores:

[ x=x"+h }
yry ik (3.6)

y sustituir estos valores en la férmula del lugar geométrico dado.

1. Dar la ecuacién de la recta 4x — 7y —6 =0 con respecto al sistema cuyo
origen es O'(=2,5) y encontrar el punto (x',y") donde corta el nuevo eje
de las ordenadas.

Solucién:
Sustituimos x y yde acuerdo con las férmulas (3.6):

x=x'+(-2)
bieh

en la ecuacion de la recta:

4x' =2)=-7(y'+5)-6=0. N
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Y' A Y4 Efectuamos las operaciones y ponemos la ecuacién en la forma pen-
______ 8| ... _~  diente-ordenadaal origen:

: 4 Fr
by * s 4,7
: 7 '
! 1 £

2, 472 4 6 8 WX :

/I/f Asl, la recta corta el nuevo eje de las ordenadas en el punto
| Figura 3.28 (JC’,)" } = (0’“7) (ﬁgura 3-13}-

2. Encontrar la ecuacion de la parabola formada por los puntos que equidis-

Yj ,’,
10
_____ s X
——— 5 i : HHHHHH =
% 3 0 X

Figura 329

tan del punto P(5,6) y de la recta £ cuya ecuacion es y =4,

Solucién:
Si Qes un punto de la parébola, podemos igualar directamente las distancias:

d({,Q)=d(P,Q),

sustituir los valores y simplificar la ecuacion, o podemos pensar en trasla-
dar los ejes de manera que el nuevo origen quede en el punto medio en-
tre Py £, que es O'(5,5), utilizando las férmulas (3.3) (ver la figura 3.29):

X =x-5
y =y-=5,

Las coordenadas de P en el nuevo sistema son:
(5—-5,6—5)=(0,1).

Despejamos y de la segunda férmula de traslacién y la sustituimos en
la ecuacidn de la recta obteniendo que su nueva ecuacion es:

y +5=4,

es decir,

Estosson los datos de la parabola de la seccion anterior, asi que la ecuacién
de la parabola respecto al sistema de coordenadas X'Y" es:

(x') -4y =o0.
Para ponerla en términos del sistema de coordenadas original, sustituimos
x', y' usando las férmulas de traslacion de ejes y obtenemos:

(x-5)"-4(y-5)=0.




Ejemplos
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Efectuando las operaciones obtenemos:

x* =10x =4y +45=0,

que es la ecuacion buscada.

3. Encontrar la ecuacidn de la elipse formada por el conjunto de puntos cu-
yas distancias a los puntos F'(-17,—3) y F(7,—3) suman 26. Ver la figura
3.30.

Solucién: Y

Colocamos un nuevo origen O’ en el punto
medio entre F' y F, que tiene coordenadas

o(_17+7,_32—_3] — 0(=5,-3).

2

Usando las férmulas de traslacion (3.3):

x'=x=-(-5)=x+5
Pimg={-B)=iy+3

Figura 3.30

las coordenadasde F' y Frespecto a este nuevo sistema de coordenadas son:

F': (=17 +5,-3+3)=(-12,0)
F: (7+5,-3+3)=(12,0).

Estos son los datos de la elipse de la seccién anterior, asi que la ecuacion
de la elipse respecto al sistema X'Y" es:

25(x')" +169(y')’ - 4225=0.

Para ponerla en términos del sistema de coordenadas original, sustituimos
x',y' usando las férmulas de traslacién, y obtenemos:

25(x+5)" +169(y +3) - 4225 = 0.

Efectuando las operaciones, llegamos finalmente a la ecuacion de la elipse

. . - Pensamient
relativa al sistema original: ;e
critic
25x" +169y° +250x + 1014y - 2079 = 0. Si consideramos una recta

£ enel plano cartesiano y

oot . ‘ . . ; aplicamos una traslacién,
En estosdos Gltimos ejemplos vimos cémo utilizar las ecuaciones de coni 166mo es la pendiente de

cas con centro en el origen para encontrar la ecuacion de otras cuyo centro T A -
no estaba en el origen. Esta es la técnica que utilizaremos en general a lo respecto ala pendiente
largo de las siguientes unidades. de £7
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Encuentra en cada caso la ecuacién de la conica.

1. Elcirculo con centro en el origen y radio V3.

2. Lapardbolaformada por los puntos que equidistan de |a recta y=3 y del
punto P(0,-1).

3. La parabola formada por los puntos que equidistan de la recta x + 6=0
y del punto P(-2,0).

4. Laelipse formada por los puntos tales que la suma de susdistancias a los
puntos F(0,4) y F'(0,—4) es igual a 10.

5. La hipérbolaformada por los puntos tales que la diferencia entre las dis-
tancias de ellos a los puntos F' ({}, -—2;} y F?ﬂ,é}es igual a 2.

Escribe las coordenadas de A(-6,2), B(2,4) y C(3,—1) respecto al sistema de
coordenadas X'Y' con origen en:

6. 0'(-2,-1), 9, 0'(-1,4).
7. 0'(3,-6). 10. O'(2,4).
8. 0'(5.2). 11. O'(-7,1).

Encuentra la ecuacién de la recta 6x+2 y+1 = 0con respecto al sistema de
ejes X'Y" paralelos a los originales y con origen en:

12, 0'(5,-8).
13. O'(-4,7).
14. 0'(-3,6).

Encuentra la ecuacién de cada recta con respecto al sistema de ejes X'Y’

paralelos a los originales y con origen en O'{%, %}.

15. 3x-y+5=0, 20. y=3.

16. —x+3y=4. 21. x=9,

17. x—y=6. 22, x=6y-1.

18, y=7x-9, 23. 5x+2y—4=0.
19. 2x—y=5,

24. Encuentra la ecuacion de la elipse formada por los puntos tales que la
suma de sus distancias a los puntos F(5,—4) y F'(5,—14) esigual a 20.

25. Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x,y) tales
que la diferencia de los cuadrados de sus distancias a los puntos A(3, 1)
y B(6,2) esigual a 14.

26. Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x,y) tales
que la suma de susdistancias a los puntos A(=2,1) y B(1,-3) es igual a 6.




Mundoey

virtual
g:| 1. Elipse como lugar geométrico.Construye un circulo directoyen la panta-
;% lla de datos analiticos, escribe C en el campo de nombre, luego llena los

campos a=0, =0y r=5. Dibuja un punto directo Py colécalo dentro
del circulo. Construye un punto Q sobre el circulo. Utiliza el constructor
Punto en circulo. Construye la mediatriz m de Py Q. Arrastra el punto Q
y observa cdmo se mueve la mediatriz. Ahora indicale a la mediatriz que
deje traza. Ve a la pantalla grafica, prende el botén de traza y vuelve a mo-
ver el punto Q. ;Qué figura envuelve la mediatriz? Crea una animacion,
animando el punto Q entre 0 y 1,y ejectitala.

2. Utiliza la construccién del ejercicio anterior. Construye un Escalar calcu-

lado a, poniendo en la férmula: C.r/2 para indicar que a vale la mitad
del radio de C. Construye una Conica con focosen Cy P, y con a como
semieje mayor. Utiliza el constructor Génica: Focos y a.

3. Hipérbola como lugar geométrico. Utiliza la construccién del ejercicio

anterior. En la pantalla grafica cierra la animacién. Lleva el punto Pfuera
del circulo y ejecuta nuevamente la animacién. Observa que la elipse
construida en el ejercicio anterior se convierte en hipérbola y que la me-
diatriz de Py Q la envuelve.

4. Revisa, en las unidades 6 y 7, las construcciones de la elipse y la hipérbola

doblando papel para entender las construcciones anteriores.

5. Parabola como lugar geométrico. Construye dos puntos A y B, y el seg-

mento s que los une. Construye un punto directo Py un punto Q en el
segmento AB. Traza la mediatriz m de Py Q. Arrastra el punto Qy observa
como se mueve la mediatriz. Ahora indicale a la mediatriz que deje traza.
Vea la pantalla gréfica, prende el bot6n de traza y vuelve a mover el punto
Q. ;Qué figura envuelve la mediatriz? Crea una animacién, animando el
punto Q entre =1y 2, y ejeclitala,

6. Utiliza la construccion del ejercicio anterior. Construye una parabola con

foco Py directriz m. Ejecuta nuevamente la animacion.
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Autoevaluacién )

1. Encuentra las coordenadas del punto A(-1,6) si se traslada el origen de coor-
denadas al punto O'(2,7).
a. A(-3,-1).
b. A(3,1).
c. A(0,0).
d. A(1,13).

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 136.

2. Encuentra las coordenadas del punto A(2, 5) si se traslada el origen de coor-
denadas al punto O'(-3, 10).
a. A(-1,-5).
b. A(5,15).
c. A(5,-5).
d. A(-1,15).
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 136.

3. Da la ecuacién de la recta 5x — y + 8 = 0 con respecto al sistema cuyo origen es
0'(-6,0).
a. 5x'—y'+ 38=0.
b. 5x'—y'+ 14=0.
c. 5x'—y'+2=0.
d. 5x'-y'-22=0.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 139.

4. Encuentra el punto (x',y") donde la recta—x + 9y—2=0corta el eje X' del sis-
tema cuyo origen es O'(5,—6).
a. (57,0).
b. (-57,0).
c. (-51,0).
d. (-61,0).
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 139.

5. Encuentra la ecuacién de la recta y = § x + 12 respecto al sistema cuyo origen es
0'(4,-2).
a. y'=%x"+19.
b. y'=%x'+23.
c y=3x'+1
d. y'=2x'+5,
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 139.
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( Heteroevaluacién

1. Encuentra las coordenadas del punto A(-ﬁ, %) si se traslada el origen de coorde-
nadas al punto O'(- 2, 4).

2. Da la ecuacién de la recta 7x + 2y—20=0 con respecto al sistema cuyo origen
es O'(-8,-1).



Unidad

n este capitulo estudiamos una de las figuras
planasmasco-nocidas:el circulo. Enunciamos
y demos-tramos una de sus pro-piedades
basicas, mis-ma que se observa en figura 4.1:

Todo dngulo inscrito en un circule que abarca un
didmetro es un angulo recto.

La demostracién que damos al respecto usa
herramientas de la geometria analitica; en particular,
la ecuacién de un circulo con centro en el origen. Este
resultado es un caso
especial del teorema
siguiente, mas general
(figura 4.2):

Un dngulo o inscrito
en un circulo es la mitad
del dngulo central B que
abarca el mismo arco.

Figura 4.1

I Monolito de |a cultura mexica conocido como Piedra del Sol.

El circulo

Muchas de las propiedades del circulo no
dependen de su ubicacién en el plano y, por
consiguiente, para demostrarlas por medio de la
geometria analitica podemos suponerlo colocado
en el lugar que mas nos convenga dentro de nuestro
sistema cartesiano; por ejemplo, con su centro en
¢ origen, en cuyo caso la ecuacion del circulo se
reduce a una ecuacion cuadratica muy simple.

Mediante un ejemplo, vemos que a partir de
tres puntos conocidos B
del circulo este queda /\
deter-minado; es decir,
hay un solocirculo que
pasa por tres puntos
dados no alineados y,
conbaseen propiedades
antes vistas, justificamos
esta afirmacion.

A
A /C

Fguira 4.2
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Piedra del Sol.

Figura 4.3

Definicién del circulo

El Calendario Azteca o Piedra del Sol esta labrado sobre una piedra en forma circu-
lar con un diametro de 3.60 m. En el centro aparece el rostro del dios del Sol, Tona-
tiuh, y esta rodeado de cinco circulos concéntricos.

De un pedazo de tela, ;como cortarias un mantel circular?

Solucién:
La manera mas sencilla es que, una vez elegido el radio deseado, tomemos una cinta
con esa medida, fijemos sobre la tela uno de los extremos de la cinta, y la desplace-
mos estirada en cualquier direccion hasta volver al punto de partida. Ello determi-
nara la orilla del mantel.

Observamos que la distancia desde el centro hasta cualquier punto de la orilla
del mantel es siempre la misma: el radio que elegimos.

Un circulo es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de un punto fijo
llamado centro.

Muchos libros de geometria hacen la distincién entre los términos circunferencia
y circulo para nombrar el borde de un disco (circunferencia) y el borde junto con
el interior (circulo). Y algunos utilizan la palabra circunferencia como sinénimo de
perimetro, es decir, la longitud del borde del disco.

La tendencia moderna es utilizar la palabra circulo para referirse ya sea al borde,
o al borde junto con el interior de la figura. De igual manera se procede con los po-
ligonos. Por ejemplo, al hablar de tridngulo nos referimos indistintamente al borde
o a la figura llena delimitada por tres lados, y hacemos lo mismo con el cuadrado,
rectdngulo, pentdgono, etcétera. Por ejemplo, hablamos tanto del perimetro de un
cuadrado como de su drea. Asimismo, podremos hablar del perimetro de un circulo
o desu drea.

Empecemos el estudio sistematico del circulo determinando la ecuacién de los
que tienen su centro en el origen.

Ecuacion del circulo con centro en el origen
Encuentra el lugar geométrico de los puntos que distan del origen 4 unidades.

Solucién:
Llamamos P(x, ¥) a un punto de ese lugar geométrico.

Puesto que la distancia del origen a P(x, y) debe ser 4, entonces, utilizando la
férmula de la distancia entre dos puntos, tenemos que debe cumplirse la ecuacién:

d(P, Q) =4,
Es decir,

Jx-07+(y—0)7 =4,

y si elevamos al cuadrado ambos miembros obtenemos:
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x*+ y*=16. L4

El lugar geométrico buscado tiene la ecuacién x> + y* = 16.

En general, si deseamos encontrar la ecuacion que satisface los puntos P(x, y) >
cuya distancia al origen O(0, 0) es igual a r, donde r es cualquier niimero no 1 X
negativo, entonces observamos que dichos puntos, y sélo ellos, deben satisfacer:
a(p,0)=r.
Al sustituir las coordenadas de Py O en la férmula de la distancia entre dos Figura 44

puntos, obtenemos:

N(x-0+(y—07=r.
Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacién, llegamos finalmente a:
:lxl +y = r’j!
' ' (4.1)

que es la ecuacion del circulo de radio ry centro en el origen (figura 4.5).

Y A

Figura 4.5

1. Encontrar la ecuacion del circulo con centro en el origen y radio 5.

Solucién:
En este caso, r = 5; sustituyendo este valor en la ecuacion (4.1), obtenemos:

2 +y*=25. . D
Laecuacién de un circulo
con centro en elorigen y

2. Determinar el radio rdel circulo cuya ecuacién es x* + y* = 3. radio res ¥ 4y =1

Solucién:
De acuerdo con la ecuacién (4.1), ¥ = 3,asi que r = V3.

Observa que como el radio debe ser un nlmero no negativo, toma-
mos la raiz positiva de 3.
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Y A

= Vo

Fgura 4.6

&
La mediatrizde un )
segmento es larecta
perpendicular a él que pasa
por su punto medio.

3. Comprobar si un angulo inscrito en un circulo que subtiende (abarca) un

didmetro es un angulo recto (figura 4.6).

Solucién:
Para facilitar los calculos, podemos colocar el circulo con centro en el ori-
gen vy el diametro de referencia sobre el eje X.

Los puntos ABCforman un triangulo inscrito en el circulo. Las coorde-
nadas de los vértices son A(xy, y), B(-r, 0) y C(r, 0).

Calculamos las pendientes m, y m- de los lados AB y AC del tridngulo,
respectivamente.

Entonces:

=)’n_0= Yo =)’u_0= Yo

X, +r X, +r = X—=71
Para probar que el ngulo es recto, debemos verificar si los lados ABy AC
son perpendiculares, para lo cual debemos probar que:

m

mym, = -1.

En efecto,

2

_| Y Yo |__ Yo
m = = 4
i [xn"'r](xo_rJ X -1’

Como el punto A(xy, yp) estd sobre el circulo, entonces:

Xo+ Yo="
de donde:
X =1 =-yi.
Entonces:
& 2
Yo Yo
mm,=—"——=-<"_=-],
e

Por tanto, los lados AB y ACson perpendiculares y el angulo es recto.

. Si P(x1, ¥1) ¥ Q(x,, y,) son los extremos de una cuerda que no es didmetro

del circulo x* + y* =1, entonces la recta que une el punto medio del seg-
mento PQ con el centro del circulo es perpendicular a la cuerda dada. Es
decir, el centro de un circulo pertenece a la mediatriz de cualquiera de sus
cuerdas.




El circulo 151 )

Solucién: Y A
Supongamos que la recta PQ no es vertical ni horizontal; es decir, x; # x,
Yh#FY»

El circulo x* + y* = r* tiene centro C(0, 0) y radio r (figura 4.7). El B
punto medio del segmento PQ es: C

Q

Lol

R[%+& x+n}
2 2

Tenemos que x; + x, # 0 porque en otro caso PQseria horizontal.

Fgura 4.7

x, + +
La pendiente de la recta que une R[*‘?{z— ,2’4?2’-2—] con el centro
C(0, 0) del circulo es:
yl 2z yz _0
m. = 2 = ht)s
: xr"'xz_o x +x,
2

La pendiente de la recta que pasa por los puntos Py Q es:

— Y:—h
’ X =X

Para averiguar si las dos rectas son perpendiculares debemos probar que :

mym, =—1.
Entonces:
- 2 2
_ nty, Y~V _yz_)"l
M, = i 3"
X +x, X, —Xx X, — X

Como Py Q estan sobre el circulo, entonces:
xi+yi=r y x+yi=r.

de donde;

b3t
1l
Y
|

St

yi=r-x y ¥
ASL

o ¥ P -x) dead —(d-sd)
1" 2 N

X —x! X —x! x-x xi—x?
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H centro de un circulo -)
pertenece ala mediatriz de
asalquiera de sus cuerdas.

Por tanto, la cuerda que pasa porPy Q, y la mediatrizde la cuerda PQson
perpendiculares.

Los casos en gue la recta PQ es vertical u horizontal pueden probarse
al observar que entonces RC es horizontal o vertical, respectivamente.

Ejercicios

Encuentra la ecuacion del circulo con centro en el origen y el radio dado.

-t e

r=8. 5. r=3.
r=1. 6. r=3.
r=7. 7. r=3
rF=T. 8. f=\flg.

En cada caso, encuentra el radio del circulo.

9.
10.
1.
12.
13.

X+y -7=0 14. x*+y*-5=0.
—x* - y* =—64 15. ¥’ +y*=15.
¥4y =121 16. x*+ y* =100.
+y'-19=0. 17. X +y* =%
X+ y?-169=0.

Encuentra la ecuacion del circulo cuyo didmetro es AB,donde:

18.
19.
20.
21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

A(-2, -6) y B(2, 6).
A(0.—5) y B(0,V5).
A(-3,3) y B(3,-3).
A(-$-3) y B(3:3)-

Encuentra la ecuacion del circulo que tiene como centro el punto de in-
terseccién de las rectas 3x + y =0y x — 4y = 0,y como radio la distancia
dedicho puntoalarectax—y—4=0,

Halla la ecuacién del circulo que pasa por los puntos P(-3, 4), Q(0,-5)
y cuyo centro se encuentra sobre |a recta x — Sy =0. -
Encuentra la ecuacién del circulo que pasa por los puntos P[E,Z;‘].
Q(Z,0) y cuyo centro se encuentra sobre la recta x + /6y = 0.
Encuentra la ecuacion del circulo que pasa por los puntos P(—L‘-}].
Q(3, 2)y cuyo centro se encuentra sobre la recta 3x— 2y + 1=0.
Encuentra la ecuacion de la recta que contiene el diametro con pen-
diente igual a £ del circulo x> + y* — 100 =0,

El punto (-1, 3) divide en partes iguales una cuerda del circulo x* + y* =20.
Encuentra la ecuacion de la recta que contiene la cuerda y la longitud de
esta.

Demuestra que el angulo que subtiende el diametro del circulo
x*+ y* = 10 y tiene vértice en el punto (—3,—1) es recto.




Ecuaciones estandar y general del circulo

Encuentra el lugar geométrico de los puntos que distan 5 unidades del punto Q(4, 3).

Solucién:

El circulo 153 )

Llamamos P(x, y) a un punto de ese lugar geométrico. Entonces tenemos que la

distancia de Pa @ debe ser 5, es decir,

d(P, Q) =5,

0 sea,

Jx=4) +(y-3) =5.
Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad tenemos:

(x—4)*+ (y— 3y =25.
Esta ecuacién representa un circulo.

-2

Fgura 48

Para encontrar la ecuacidén de un circulo cuyo centro es el punto
C(h, k), distinto del origen, utilizamos la traslacién de ejes como lo
hicimos en la unidad anterior.

Construimos un nuevo sistema de coordenadas X 'Y” con centro
en C. Con respecto a este huevo sistema de coordenadas, el circulo
con centro en Cy radio rtiene por ecuacidn:

(xP+(yPY=r

Para encontrar la ecuacion del circulo con respecto al sistema de
coordenadas original XY, hacemos la sustitucién:

y obtenemos:

(G=mreO-kP=r)

Los teatros griegos tenian )
forma de circulo. Uno de los

mas grandes y famosos fue
el Teatro de Epidauro.

tTeaLro de Epidauro.
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) queesla forma estdéndar o canédnica del circulo de radio r y con centro en C(h, k)

Laecuacién estandar

del circulo con centro en (figura 4.9]'.
(h, k) y radio r es Si desarrollamos los términos que estdn al cuadrado, obtenemos:
(x-hP+(y-k?*=r%

(x—h)*+(y—k)y =r
Y X =2xh+ W +y =25k + i =1
X+ +(=2h)x+ (=2k)y+ R +k* - r =0.

Si hacemos D = —2h, E= -2k y F= h* + k* — r? entonces llegamos a una ecua-
cion del tipo:

X I:f:n:2 +y3+Dx+Ey+F=0,“ji (43)

Aeura4o  quese llama forma general de la ecuacion del circulo. Observamos que los coeficien-
tesde x”y y*son igualesa 1.
Inversamente, si una ecuacion de la forma (4.3) tiene al menos unasolucién (a, b),

entonces es la ecuacion general de un circulo, como ahora veremos.
En la ecuacién:

(x1+y3+Dx+Ey+F=OJ (4.4)

pasamos F al segundo miembro y completamos cuadrados en el primer miembro:
E* D* E?

La ecuacién general del ‘) . 42 4 4
circulo es del tipo D E D? 4+ E* — AF
X+ '2— +|y+ E— =

D2
f+Dx+T+y’+Ey+

x*+y*+Dx+Ey+ F=0.
Si este no es degenerado,
su centro se ubicaen

(=D =E) T :

|5 Jysuradiose Definiendo G como:

determina por

D’ +E?-4F
4

fn? _FI _4F
r=X2 == == Amenos G=

que laecuacién defina un
circulo degenerado.

la dltima ecuacién queda escrita asi:

critico’ (s 2) o (r+2) -

{Qué significaque la

it
:?:_a;z : Dx+ By +F=0 Como (a, b) satisface (4.4) y la suma de dos cuadrados es mayor o igual que 0,

sea satisfecha por un solo tenemos:
punto (a, b)? D 2 E 2
05[u+;) +(b+;) =G.
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Por lo que G = 0. Si definimos r= G, entonces r = 0. Entonces la ecuacién ge-
neral se ha transformado en:

(2] b2 -

que es la ecuacién del circulo con centro en (- 2,—£) y radio r.
Cuando ninglin punto satisface la ecuacién general (4.3), por ejemplo:

L ]
U/

x*+y*+1=0, El arco de medio punto
se dice, para evitar excepciones, que representa un circulo degenerado (el vacio). en arquitecturaes un
semicirculo. Se origind
en Mesopotamia 3000
anos antes de nuestra era,
pero fue difundido por los
romanos.

LArco de medio punto.

1. Encontrar la ecuacion general del circulo con centro en C(—4, 6) y radio 2.
Solucién:
Sustituyendo directamente las coordenadas de Cyy el valor del radio en la
ecuacion (4.2), obtenemos:

(x—(-9)P+(y-6y=2%

es decir,

[ ]

(x+ 4+ (y—6)* =4,

El perimetro de un circulo )
es2qr. Laletra musada

si desarrollamos los binomios, efectuamos las operaciones y simplifica- .. ecte nimero esa
mos, podemos obtener la ecuacion en su forma general, la cual se escribe  inicial de la palabragriega
como: meptueTpov (perimetro).

Fue popularizada por
Leonhard Euler en su obra
Introduccion al cdiculo
infinitesimal (1748).

x*+ y2+8x— 12y +48 =0.

2. Encontrar el perimetro del circulo cuya ecuacion es
4x’ +4y" —12x+ 40y + 77 = 0.
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-2 2 4y

Figura 4.10

El dreuncirculo de un )
triangulo es el circulo que
pasa por sus tres vértices.
Tiene por centro el punto
donde se cortan las
mediatrices de los lados

del tridngulo y por radio la
distancia de este punto a
cualguiera de los vértices.

Solucién:
Dividimos entre 4 la ecuacion del circulo:

f+yz—3x+10y+¥=0.

Como antes, agrupamos los términos en x y ¥, y despejamos el término
independiente:

(x* = 3x)+ (y* +10y) = —%.

En cada paréntesis completamos el trinomio cuadrado perfecto, suma-
mos las mismas cantidades en el lado derecho para que la igualdad no se
altere:

9 77 9
X =3x+= [+(y +10y+25) = -+ = +25.
[ 4) (»? +10y+25) 4 4

Factorizando los términos entre paréntesis y simplificando el lado derecho,
obtenemos:

[x— 23)2 +(y+5) =8.

Si comparamos esta ecuacion con la (4.2), reconocemos que el centro es
CGE,-5) y el radio es V8 =22. El perimetro del circulo es:

P=27nr =2x[2£] =421 =17.77.

. Encontrar el circuncirculo del tridangulo con vértices A(2, —1), B(3, -4) y

C(6,-1).

Solucién:
Construimos las mediatrices de dos de los lados del triangulo. Para ello
localizamos los puntos medios de los lados AB y CA:

Punto medio de AB: [ﬂ,_l-‘-—{—”] = [E,_ E]
2 2 2 2

2+6 —1+(-1)

5 ]:(4,—1).

Punto medio de CA: [

Calculamos las pendientes de los lados AB y CA del triangulo:




.
Pendiente de AB: m, = % = =3,

Pendiente de CA: m, = '1‘;—(;} 0.

Como la mediatriz es |a recta que pasa por el punto medio de un lado y
es perpendicular a él, entonces la mediatriz del lado AB es la que pasa por

[ 3, _ E) y tiene pendiente m = %
2 2

La mediatriz del lado CA es la recta vertical que pasa por el punto (4, —1):
x=4,

Para encontrar el circuncentro, resolvemos el sistema formado por las
ecuaciones de las mediatrices:

1,10
Y=3%"3
x=4

De donde:

10 6
=—(4)-—=-—===2
y 3() e

Entonces el circuncentro es D(4, —2).
Para determinar el radio, calculamos la distancia de D(4, —2) a cual-
quier vértice, por ejemplo a B(3, —4):

r=(4-3) +(-2—(~4))
=.1+4

=5.

La ecuacion del circuncirculo es:

(x—4) + (y+2)*=5.

El circulo 157 )

Tres puntos no colineales :)
A, By Cdeterminan un
tinico circulo. Este es el
circuncirculo del triangulo
ABC.
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El incirculo o dirculo
inscritode un tridangulo
es el que es tangente a
los tres lados del mismo.
Tiene por centro el punto
donde se cortan las
bisectrices de los angulos
interiores del triangulo y
por radio ladistanciade
este punto a cualquiera
de los lados.

Y 4

——pe—
12355:\51(

Figura 4,11

4. Encontrar el incirculo del tridngulo con vértices A(—%,2), B(Z,-12) y
C(%.3)-

Solucién:
Determinamos las ecuaciones de los lados del tridngulo, en su forma ge-
neral.

a) Lado AB:
3 -w_3 ( u)
—_—— = x—|—-——
=5 %—(—*—;)[ 3
3x+4y+5=0.
b) Lado BC:
2 £-2 24
R2x-5y-10=0
c) Lado CA:
-2 35
d 2 24__%)[3: 24)
2y-3=

Una vez que cada una de las tres ecuaciones esta en su forma general
Ax + By + C =0, realizamos los siguientes dos pasos:

a) Evaluamos Ax + By + Cen el vértice que no esta en el lado correspon-
diente y comparamos el valor obtenido con 0.

12
Lado AB, evaluamos en C: 3[3—5) + 4(2) +5= ) >0.
24 2 8

e
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11 12
Lado BC, evaluamos en A: 12[—?] -5 [%) -10= —Ts <0.
1 41
Lado AC, evaluamos en B: 2[-70) -3= —? <10

Para cada evaluacién que sea negativa cambiamos Ax+ By + C=10
por —Ax — By — C = 0, en otro caso dejamos la misma ecuacién. En este
ejemplo cambiamos las ecuaciones segunda y tercera, del lado ABy AC
respectivamente:

lado AB: 3x+4y+1=0.
lado BC: -12x+5y+10=0.

Lado AC: —y+53 0.

b) Paranormalizar, dividimos cada ecuacién entre VAZ + B2, que en este
caso toma los valores:

V3T +4%7 =5, (-12%+52 =13 y (-1P+3 =2,
respectivamente,

4
Lado AB: §x+ §y+l =0.

Lado BC: Ex—iy—ﬂﬂl
13 13 13
Lado AC: y—%= :

Paraencontrar la bisectriz de cada angulo, simplemente igualamos las
ecuaciones anteriores, de los lados que lo forman, y simplificamos.

a) Bisectriz del angulo A. Igualamos las ecuaciones de los lados AB y
AC, y simplificamos:

3 4 3
—x+—y+l==y+—
5 5)’ X 2
6x+18y—-5=0.

b) Bisectriz del angulo B, Igualamos las ecuaciones de los lados AB y
BC, y simplificamos:

33x+9y+5=0.
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Para encontrar el incentro, resolvemos simultaneamente estas ecua-
ciones, ya que sabemos que se cortan en el incentro:

i

| 6x+18y-5=0
| 33x+9y+5=0. |

(4.5)

Para despejar x, multiplicamos la segunda ecuacién de (4.5) por—2yla
sumamos a la primera:

—60x-15=0

x=-—.
4

Sustituyendo este valor en la primera ecuacién de (4.5), obtenemos el va-
lor de y:

|LH

1
36"

De donde el incentro es el punto I(—4,%).

y:

=)

Para determinar el radio del circulo inscrito, calculamos la distancia del
punto I(—1,12) al lado AC cuya ecuacién es y— 3 =0:
|42 -3 41 41
=l——]=—=
J 36| 36

1.14,

La ecuacién del incirculo es:

Fgura 4,12
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Encuentra la ecuacién del circulo que satisface las condiciones dadas.

v
10
s

e
W
w

C(L, 3), pasa por P(3, 3 + \3).
C(—4, 3), r=5.

C(3, —1), pasa por P(6, 3).
C(—4, -3), pasa por P(-2, —4).

C(1,2), r=4.

C(-7, 4), pasa por P(-2, -2).
C(-3, 2), pasa por P(-5, —-1).
G(5-A); =9

C(-5, =2), pasa por P(-8, 2).

a0
ol e B

Encuentra la ecuacién del circulo cuyo didmetro es ABy cuyos extremos tienen
estas coordenadas:

10. A(-1, =2) B(5, 4). 12. A(-6, 7) B(2, 3).
11. A(-5, -3) B(-1, -1).

13. Dado el cuadrado con vértices A(-3, 2), B(-7, 2), C(-7, —2) y D(-3, -2),
halla las ecuaciones del circulo inscrito y del circulo circunscrito.

Encuentra el centro y el radio de los siguientes circulos.

14. x*+y* — 10x—6y—30=0. 20. 25x* + 25y* + 30x— 10y -6 =0.
15. X+ y* +4x-2y+2=0. 21. 4’ + 4y + 12x— 12y +14=0.
16. x> +y* + 8x+6y=0. 22. 4x* + 4y* —4x+ 12y+9=0.
17. x*+y*—2x—-15=0. 23. 3x*+ 3y*+ 6x— 12y +11=0.
18, 9x” + 9y — 24x+ 12y +11=0. 24, " + ¥ + 14x—6y=-30.

19. x*+y*—4=0. 25. 5x*+ 5y* + 25x+ 15y =-19.

26. Encuentra la ecuacién del circulo que pasa por los puntos P(2, 2) y
Q(—6, 2),y cuyo centro esta sobre la recta 6x + 5y — 18 = 0.

27. Una auerda del circulo x> + y* + 2x+ 4y — 15 = 0 sedivide en partes iguales
en el punto (—4, —1).Encuentra la longitud de la cuerda y la ecuacién de la
recta que la contiene.

28. Encuentralaecuacion del circulo quepasa porlos puntos P(2,-1)yQ(-9, 0),
y cuyo centro estd sobre larecta 3x —y + 6 =0.

29. Encuentra la ecuacién del circulo que tiene como centro el punto de inter-
seccionde lasrectas x — 2y + 13 = 0 y2x + 7y — 29 = 0,y como radio la
distancia desde dicho punto a larecta3x — 4y + 4= (.

30. Encuentra la ecuacion del circuncirculo del tridngulo con vértices en
A(4,-3), B(-4, 11) y C(-6, 1).

31. Los lados de un tridngulo estin en las rectas 5x — 12y + 48 = 0,
12x + 9y — 15 =0y 6x — 8y — 48 = 0.Encuentra las ecuaciones de las bisec-
trices de los angulos interiores del triangulo y las coordenadas del incentro.
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Interseccidon de un circulo con una recta

Encontrar los puntos en los que la recta y =2x— 10 corta el circulo con centro en el
punto (4,-2) y radio +20 .

Solucién:
La ecuacion del circulo es:

(x— 4P+ (y+2)*=20.

Debemos resolver simultaneamente ambas ecuaciones:
(x—4)" +(y+2) =20
y=2x-10.

Aprovechamos que en la ecuacién de la recta ya estd despejada la variable y,
sustituimos su valor en la ecuacion del circulo y despejamos x:

(x—4) +(2x-10+2) =20
(x—4)" +(2x-8)" =20

5x° —40x+ 80 =20

5% —40x+60 =0,

de donde:

40+ (~40) -4(5)(60) 40+/400 40420
M= 10 1 0 10

Entonces tenemos dos valores posibles para x, a saber, x=6 0 x =2 (figura4.13 ).

},_: “‘/% Ahora encontramos los valores de y. Si x = 6, entonces:
3 4l ¢ X y=2x-10=2(6)-10 =2,
4 Asi, el punto es P(6, 2).
Si x = 2, entonces:
“lQ
Fgura 4.13 }’=2x—10 =2(2)—10 =—6,

yel punto es Q(2, —6).

B Por tanto, la recta y = 2x — 10 corta el circulo en los puntos (6, 2) y (2,—6).

En la figura 4.14 observamos que, dados un circulo y una recta, puede suceder que:

a\\
_X&x » No se corten.

b Larecta corte el circulo en un punto.
b La recta corte el circulo en dos puntos.

EDE

Figura 4.14



En términos algebraicos, estas situaciones se traducen de la siguiente manera. Si
consideramos las ecuaciones de la recta y del circulo y las resolvemos simultanea-
mente, resulta que:

» No hay solucién (no se cortan).
» Hay una sola solucién (se cortan en un solo punto).

» Hay dos soluciones (se cortan en dos puntos).

El circulo 163 )

1. Encontrar la interseccién de la recta cuya ecuacibnesx+y+5=0yel
circulo x*+ y* —2x —4y —4=0.

Solucién:
Debemos resolver simultaneamente las ecuaciones:

X+y+5=0
X +y —2x-4y-4=0,
Para ello, despejamos una de las dos variables de la ecuacién de la
recta; por ejemplo y,
y=-x-35,
y la sustituimos en la ecuacién del circulo:

X +(-x-5)"-2x—4(-x-5)-4=0.
Simplificamos:
2x7+ 12x+41 =0,

Al aplicar laférmula para resolver la ecuacién de segundo grado obte-
nemos:

_—1212° - (4)(2)(41) _ 12 184

2(2) 4

Como el discriminante, es decir, el término dentro del radical,
es negativo, la ecuacién no tiene solucion, lo cual significa que

L ]

Unare
enalo
Cuand

uno, larectaes llamada
una tangentedelcirculo.

ctacortaun circulo)
mas dos puntos.
olo cortasolo en

&

la recta y el circulo no se cortan (figura 4.15).

2. Encontrar la interseccion del circulo cuya ecuacién es
(x—6)*+(y—3)*=20conlarecta2x—y+1=0.

Soludién:
Debemos resolver simultaneamente las ecuaciones del circulo y la recta;
para esto, despejamos y de la ecuacién de la recta:

y=2x+1,

<
b

Figura 4.15
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RoR o o N

7/2 26 %710 i’

Figura 4.16

Y
W

2
Py

Fgura 4.17

la sustituimos en la ecuacién del circulo y simplificamos:

(x—6F +((2x+1)-3)" =20
X —4x+4 =0

(x-2)" =0.

La tinica raizde la Ultima ecuacién es x = 2; sustituimos este valor en la
ecuacion de la recta y obtenemos y =5, asi que el inico punto donde se
cortan la recta y el circulo es P(2, 5), lo cual significa que la recta es tan-
gente al circulo en este punto (figura 4.16).

. Encontrar la interseccién del circulo x* + y* = 16 ylarectax — 2y +2 =0.

Solucién:
Resolvemos simultaneamente ambas ecuaciones. Despejamos x de la
ecuacion de la recta:

x=2y_ 2)

la sustituimos en la ecuacién del circulo y simplificamos:
(2y-2) +y' =16
5y —8y—12=0.

Usamos la férmula general para la solucién de la ecuacion de segundo
grado y obtenemos:

)= 8+64+240 4+2\19

10 5

es decir,

442419 4-2419
5 ’ 5

1

Sustituimos los dos valores de y en la ecuacion de la recta y obtenemos:

-2 + 4419 -2 — 4419

es decir, los puntos donde se cortan la recta y el circulo son dos (figura
417):

P[_2+4Jﬁ,4+iﬁ]=(3-1’2'5)}'Q[ : = ]:::(-3.9,—0.9).

5

-2-4J19 4-219

e
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4. Trazar unacuerda de longitud 8 del circulo x* + y* = 25 si uno de sus extremos
es A(4, 3).

Solucidn:
Como la longjtud de la cuerda es 8, entonces trazamos un circulo con centro
en A(4, 3) y radio 8:

(x—4)" +(y-3) =64.

L ]

Para encontrar los puntos -)
de interseccion de una
recta con un circulo se
resuelve el sistema formado
poOr sus ecuaciones.

=Y

Agura 4.18

Encontramos las intersecciones de los dos circulos, para esto resolvemos el
sisterna formado por las ecuaciones de los circulos:

x: + yz =25
(x—4)" +(y-3)" =64.
Al desarrollar la segunda ecuacién obtenemos el sisterna:

X' +y =25
X +y —8x—6y+25=064.

Ahora, utilizando la ecuacién del primer circulo, sustituimos x* + y*por 25
en la segunda y simplificamos:

25 -8x—6y+25=64

—8x—-6y=14
y despejamos y:
i
= gy

(4.6)
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Sustituimos este valor de y en la ecuacién del primer circulo:

X+y =25
2
xz+[—z—ix] =25
3 3
25 , 56 49
Xt x+—=125
9 ¥ "9 g

25x" + 56 x+ 49 = 225
25x" +56x—176 = 0.

Despejando x tenemos:

6% /56> —4(25)(~176)

2(25)
-56 + ,/20 736
50
—56 144
50
Ausi, las soluciones son:
-56 +144 44 -56 —144
X=—=— 0 Xx=——=-4,
50 25 50
Figura 4,19 Sustituimos estos valores en la ecuacién (4.6).
Si x =31, entonces:
_ 4 ( 44 ) 7 117
3\25) 3 257
Si x = —4, entonces:
y=-3¢-89-=3.
YA

Los puntos son P (51, —47) y Q(—4, 3).Por tanto, las cuerdas APy AQ tie-
/ w;‘ nen una longitud de 8 (figura 4.19).
\é_y X 5. Hcirculo unitario x>+ y*=1 ylarectay= mx— 1conm>1ym racional

se cortan en los puntos A(0, —1) y C (figura 4.20). Probar que las coorde-

nadas de Cson racionales.
Fgura 4.20




Solucién:
Para encontrar el punto Cresolvemos el sistema:
x+ y2 =1
y=mx—1,
es decir,
X +(me-1) =1
L+mx -2me+1=1
(1 +m2}xa—2mx =0
x((l 1 mz)x— Em] =0,
de donde:
x=0 o [l+ nf]x—:!m:(l.
Asl,
2m
x=0 o x= -
1+m

Para encontrar el valor de y, sustituimos el segundo valor de xen la ecua-
cion de la recta:

y=nmx-—1

—m[ 2m ]_1
14

_m2_1
1+m®

Asi, C(22, %} Como m es racional, entonces las dos coordenadas de C

también lo son.
Como C es un punto del circulo unitario, entonces:

| 2m ¥ (m* -1
- |+ > =1
1+m 1+m

2m) +(nf -1) =(1+ m?)

-,

(4.7)

es decir, los nimeros 2m, m* — 1 y 1 + m? satisfacen el teorema de Pitagoras.
Es decir, tenemos un modo geométrico de llegar a la formula (4.7) que nos

permite obtener ternas pitagdricas, o sea, tres nimeros naturales a, b, c tales
que satisfacen:

@+b=c

El circulo 167 )
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Por ejemplo, si hacemos m = 1 entonces, (2m)* = (2)’,
(m*—1)*= (&Y, (1+ m) = (LY. Al aplicar la férmula (4.7) obtenemos:

BRORE)
(20)° , (51) " _ (149)’

49 (49  (29)
(20)° (49) +(51)" =(149)’,

osea,
(140)* + (51)* = (149)*.
Hemos encontrado la terna pitagérica (140, 51, 149).

6. En economia se usa la llamada curva de transformacién de dos productos,
la cual relaciona las cantidades que pueden ser producidas de cada uno
de ellos, durante un cierto lapso. En una granja se producen frijol y maiz.
La curva de transformacion de estos dos productos que indica la relacién
entre lastoneladas x de maizy las toneladas y de frijol que pueden produ-
cirse al afo, tiene la siguiente ecuacidn:

x*+y + 12x+ 6y=99.

iCuales son las cantidades maximas que pueden producirse de cada uno
de esos productos?

Solucién:
Obtenemos la grdfica de la funcién para ver cudl de sus puntos estd mds a
la derecha (x mdxima) y cudl se encuentra mds arriba (y mdxima).

Determinamos el centro y el radio del circulo:
X +y +12x+6y=99
X +12x+ 36+ +6y+9=99+36+9
(x+6)" +(y+3)" =144,
entonces el circulo tiene centro en C(—6,—3) y radio 12.
Ahoraencontramos la interseccion del circulo con los ejes coordenados.
Six=0,
6 +(y+3)" =144
(y+3)" =144 - 36




como sélo nos interesa cuando y + 3 es positivo, entonces:

y+3=+108
y==3++108 = 7.39.
Andlogamente, si y =0,

(x+6)+3 =144

(x+6)*=135
|x+6] =V135

comosdlo nos interesa cuando x + 6 es positivo, entonces:

x+ 6 =135
x==6++/135 =5.61.

Figura 4,21

Pueden producirse 5.61 toneladas de maiz y 7.39 de frijol.
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2

Recta tangente a un circulo

Para arrojar una piedra con una honda, esta se hace girar y entonces la piedra des-
cribe un circulo. Al soltar uno de los extremos de la honda, la piedra sale despedida
siguiendo una trayectoria recta que es tangente al circulo en el punto en que la
abandoné. ;Cémo determinar esa recta si conocemos el circulo? Supongamos que
e circulo es x> + y* = 4yel punto T(1, \3) esdonde la piedra deja el circulo. Deter-
minar la ecuacién de la recta tangente en ese punto.

Solucién:

H centro del circulo x* + y* = 4 es C(0, 0). Encontramos la recta que pasa por
C(0, 0) y por T(1,3). La pendiente es:

m=‘ﬁ‘0=\f§
1-0

y la ecuacién de la recta es:

- y=Bx |

(4.8)
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Ahora determinamos la ecuacién de la recta perpendicular a (4.8) y que pasa
porT(1, V3). Dicha recta tiene pendiente _—%. ¥y su ecuacion es:
W

y—f=%{x-l]
y=_%+%+@
_ & &
Y= BTl

Esta es la recta tangente buscada.
\Y‘
AN

Fgura 4.22

b2 4

Una recta es tangente a un circulo si toca a este en un solo punto. La recta tan-
gente a un circulo tiene la propiedad de que es perpendicular al radio que une el
centro del circulo con el punto de tangencia. Esta propiedad nos permite encontrar
la ecuacidn de la recta tangente, tal y como lo hicimos en el ejemplo introductorio.

~,

1. Encontrar la ecuacion de la recta tangente al circulo
(x — 3y + (y— 12)>= 100 en el punto P(— 5, 6).

Ejemplos

Solucién:
Primero debemos encontrar la pendiente del radio que une Pcon el centro

del circulo. El centro tiene coordenadas (3, 12). La pendiente buscada es:

6—12_3
m=—-==x=
-5-3 4
Y A
de donde vemos que la pendiente de la recta tangente al circulo en P es
L1c igual a —%; por tanto, su ecuacion es:
10 4
PN\s y-6=—§(x—(—5)}.
0 s 5 10 X es decir (figura 4.23),
-3

4x+3y+2=0.

Fgura 4.23




2. Encontrar la ecuacion del circulo que pasa por Q(12, 9) y es tangente a la
recta x —2y + 2 = 0 en el punto P(8, 5).

Soludén:
El centro C(h, k) del circulo debe estar en la recta £ que es perpendicular a la
recta dada y pasa por P (figura 4.24).

Determinamos la pendiente de la recta x — 2y + 2 = 0, es decir, la escribi-
mos como:

de donde la recta tiene pendiente igual a 1.

Como la recta que buscamos es perpendicular a esta, entonces tiene pen-
diente m = =2; por tanto, su ecuacion es:

y—5=-2(x—8),
es decir,
2x+y-21=0.
Por tanto, las coordenadas de Csatisfacen:

,
Y

[ 2h+k-21=0. ) (49)

Como la distancia de C(h, k) a P(8, 5) debe ser igual a la distancia de
C(h, k) a Q(12, 9), tenemos que (figura 4.25)

Vh—8)% (k- 5)2=+(h-12)%+ (k- 9)°.

Si elevamos al cuadrado ambos miembros y simplificamos las expresiones ob-
tenemos:

' h+k-17=0. ' (4.10)

Resolvemos simultaneamente las ecuaciones (4.9) y (4.10):

2h+ k=21
h+k=17,

y encontramos que las coordenadas de C son (4, 13). El radio es la distancia
deCaP:

r=v(@-8)%+ (13 -5)>=80.

Y\{t

20

15

10
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5 lt]\ X‘;

Figura 4.24

5 m\ X

Fgura 4.25
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P,

0 X

Fgura 4.26

Figura 427

Asi que la ecuacion del circulo buscado es:
(x—4)*+ (y—-13)*=80,

la cual se escribe en la forma general como x> + y*— 8x — 26y + 105=0
(figura 4.26).

. Encontrar las rectas tangentes al circulo (x — 3)* + (y + 3)*= 9 desde el

punto exterior A(0, 6).

Solucién:
Si encontramos las coordenadas de los puntos de tangencia, entonces po-
dremos obtener las ecuaciones de las rectas tangentes.

El centro del circulo es C(3, — 3) y su radio es 3. Calculamos la distan-
ciadeAaC:

AC=+3% (-3-6) =+/9+ 81
=90 =3+10.

Llamemos Py(x,, 1) ¥y Pi(x,, ¥,) a los puntos de tangencia de las rectas
buscadas. Por el teorema de Pitagoras tenemos:

AP + CP* = AC
AP’ +9=90

parai=1,2,
Asi lascoordenadas de P, y P, deben ser soluciones de la ecuacion:

< +(y-6)"+9=90.
Al realizar operaciones esta ecuacién se transforma en:

L+y —12y—45=0.

Ademas, por estar P, y P, en el circulo, sus coordenadas también deben
satisfacer la ecuacién:

(x—3)*+(y+3)*=9,
o lo que es lo mismo:
x*+y —6x+6y+9=0.

Por tanto, debemos resolver el sistema:
X +y -12y-45=0
L +y —6x+6y+9=0.
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Al restar la segunda a la primera, obtenemos:

6x=18y-54=0
x=3y-9=0.

De donde, P——
(‘.x= 3y+ 9.__’_] 411)

Al sustituir, este valor en la primera ecuacién del sistema, obtenemos:

(3y+9) +y' -12y-45=0
10y’ +42y+36=0
59" +21y+18=0.

Las soluciones de la Ultima ecuacion son:

_ =21+ 21* - 4(5)(18)

- 2(5)
_ -21-/21* - 4(5)(18)
¥= 2(5) '

Es decir,
_21+9 -12_ 6

T R
_21-9
Y= 10

Al sustituir estos valores en (4.11) obtenemos:
6 27
=3 = |+9=—

w=3(-g)eo=3

x, =3(-3)+9 =0.

Por lo que tenemos que Pl(% - %) y P,(0,-3) son los puntos en que las tan-
gentes buscadas tocan el circulo.
La primera de las rectas tangentes es la que pasa por A0, 6) y B(%Z, -£).

Su ecuacion es:
-5_¢
y-6=———x
5
|
-6=—x
y 3
4
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Figura 429

b,

S una recta { es tangente
aun circulo en el punto P,
entonces el radio que pasa
por Pes perpendicular a

£. Ademas, con excepcién
de P, todos los puntos de /
estan fuera del circulo.

La segunda recta tangente es la que pasa por A(0, 6) y P,(0,—3). O sea,
es la recta vertical :

x=0.
YA
6
4
2
-4 2 4
2 Q x
—4 C
-6
Figura 4.28

Ahora veamos otra propiedad de la recta tangente que nos servira
también para definir las rectas tangentes de las otras conicas.

Sea P un punto de un circulo y £ la recta tangente al circulo que pasa
por P.Observemos en |a figura 4.29 que todos los puntos de £ distintos de
Pestan en una sola de las dos regiones determinadas por el circulo, esto
es, en la region de afuera, ya que si Q es otro punto de £,

d(C, Q)> d(C, P),

puesto que en el triangulo rectangulo CPQ el segmento CP es un cateto
y el segmento CQ es la hipotenusa.

En general, diremos que una recta £ es tangente a una cénica en un
punto P deella si corta la conica inicamente en P, y todos los demas pun-
tos de £ estdn en una sola de las regiones determinadas por la cnica.

Una recta es normal a unacénica en un punto P de ella si es la perpen-
dicular a la recta tangente a la cdnica en ese punto P.

w
42
i

=i
W
wl

En cada caso, encuentra la interseccion de la recta y el circulo dados.

1. x+y-3=0,

X +y —12x-8y+43=0,

2x—-y+14 =0,

2. X +y +10x—-4y+25=0.

x+ y =0, circulo con centro

3. C(—4,-2),r=4.

4. 3x—-y—-4=0,

x'+y —16x+24 =0.
5 y=2x-35,

L+ Y +8x+12y+3=0.
6. y—-7=0,

X4+y —12x+2y-27 =0.




7. Halla con el método descrito la terna pitagérica correspondiente a los si-
guientes valores de »1: 5, 2, 7,

Encuentra la ecuacion de la recta tangente al circulo dado en el punto P(x;, y).

8. P(3, 3) y el circulo con centro C(-1, 1) y radio y20.
9. P(0, 3) yelcirculo x* + y*— 10x— 2y -3 =0.

10. P(6, 1)y el circulo con centro en C(12, 0) y radio V37.

11. P(=}, - 2)yelcirculo 4x* + 4y* + 20x + 24y + 41 =0,

12. P(13, 12) y el circulo con centro en C(1, 7) y radio 13.

13. Larecta y = —x + 11 es tangente a un circulo en el punto P(4, 7). La recta
x =3 — V2 es tangente al mismo circulo en el punto Q (3 - \2, 6).

a) ;Cual es el centro del circulo?
b) iCuél es su ecuacién?

14. Lasuma de dos niimeros es 14 y la suma de sus cuadrados es 106. Encuentra
los niimeros e interpreta el problema geométricamente.

15. La suma de las dreas de dos cuadrados es 244 cm?’. Si el lado de uno de los
cuadrados es ? del lado del otro, ;cuanto mide el lado de cada cuadrado? In-
terpreta el problema geométricamente.

16. Una fabrica deropa tiene un grupo de costureras que puede producir cami-
sas de vestir o playeras deportivas. La curva de transformacién de estos dos
productos, que indica la relacion entre el niimero x de camisas de vestir y y
el nimero de playeras deportivas que puede fabricar en un dia, tiene la si-
guiente ecuacion:

(x+ 500)% + (y+ 200)* = 800°.

iCudles son las cantidades maximas que pueden producirse de cada una de
estas prendas?

v
o
]

el
w
wl

Interseccion de dos circulos

Encontrar los puntos de interseccidn de los circulos cuyas ecuaciones son
x4+ _};3 =25y x’+ yi=3x—4y=0.

Solucién:
Debemos resolver el sistema formado por las dos ecuaciones.

Xy =25 |

2 —_ - =
I_\_x +y —3x—-4y=0. (412)

El circulo 175 )
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Restamos la segunda ecuacién de (4.12) de la primera y despejamos y:

~
\

" 3x+dy=25

O SO
4 4 (4.13)

Sustituimos en la primera ecuacién de (4.12).

De donde x = 3. Sustituimos este valor en (4.13):

3 25
= —_-— — =4,
4 4(3)+ 4

Por tanto, los dos circulos se cortan en el punto de coordenadas (3, 4) (figura 4.30).

Fgura 4.30

Si consideramos dos circulos, puede suceder que:

Dos circulos distintos se -) » No se corten (ﬁguras 4.31 )

cortan en alo mas dos Y A
puntos. Para encontrar los

3
puntos de interseccién
se resuelve el sistema
compuesto por sus
>
\// i

ecuaciones.

AN
J

Aguras 4.31
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» Se corten en un solo punto (figuras 4.32).

Y A Y A

)
="

» Se corten en dos puntos (figura 4.33).

Py

p

| #

Fguras 4.32

Pensa_mien

critico

Si los circulos
x*+y*+ Dx+ Ex+F=0y

&
x*+y+Dx+Ey+ F'=0
no son degenerados, jqué
puedes decir de los circulos?

p

.

S/ x

Figura 433

) Los circulos coincidan (figura 4.34).

Y4

) .=:
\__/ X
Figura 4.34

En términos algebraicos, estas situaciones se traducen de la siguiente manera. Si
consideramos las ecuaciones de los dos circulos y las resolvemos simultaneamente,
resulta que:

» No hay solucién (no se cortan) (figura 4.31).

» Hay una sola solucién (son tangentes en un punto) (figura 4.32).

» Hay dos soluciones (se cortan en dos puntos) (figura 4.33).

» Toda pareja (x, y) que essolucion de una ecuacion lo es de la otra (los circulos

coinciden) (figura 4.34).
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Al restar las ecuaciones -)
generales de dos circulos

no concéntricos obtenemos
la ecuacion del eje radical
de dichos circulos.

Supongamos que |as ecuaciones de dos circulos no concéntricos son:
¥+y +Dx+Ey+F =0
x¥+yY +Dx+Ey+F, =0.

Al restar la segunda ecuacién de la primera, obtenemos:

I:T (D,- D,)x+(E,—E,)y+F,-F, = u._\_j

(4.14)

Como los circulos no son concéntricos, entonces D, # D, o E; # E,, de donde
tenemos que la ecuacion (4.14) es una recta llamada eje radical de los dos circulos.

Propiedacdes del eje radical

b Silos dos circulos se cortan en dos puntos, entonces el eje radical pasa por estos
dos puntos.

b Si los dos circulos son tangentes, entonces el eje radical es tangente a ambos cir-
culos en su punto comun.

» Silos dos circulos no se cortan, entonces el eje radical no tiene puntos en comtin
cn ninguno de los circulos.

b El eje radical es perpendicular a la recta que une los centros de los dos circulos.

Ejemplos

1. Encontrar los puntos de interseccién de los circulos cuyas ecuaciones
sonx’+y* +8x+6y+21=0yx’+y’ —4x—2y—4=0.

Solucién:
Resolvemos el sistema:

X +y +8x+6y+21=0
P+y —4x-2y-4=0,

restamos la segunda ecuacién de la primera:

12x+8y+25=0.

Despejamos »:




sustituimos el valor de y en la ecuacién del segundo circule:

X+y —4x-2y-4=0

Encontramos los valores de x:

El circulo 179 )

~o (2 -4(2)(m) -9+ /-5

x: — __%
1)

2(%) 2(

Como el discriminante es negativo, entonces no hay solucién.
Por tanto, loscirculos no se cortan (figura 4.35) y el eje radical
no corta ninguno de los circulos.

. Encontrar el eje radical de los circulos x* + y* — 10x — 16y + 73 =0y
x* +y* — 2x — 6y — 15= 0y demostrar que es perpendiculara la recta que une
los centros de los circulos.

Soludion:
En el sistema:

X +y -10x-16y+73=0
X+y -2x-6y-15=0,

restamos la segunda ecuacién de la primera y obtenemos:

que es la ecuacion del eje radical.
Para encontrar la pendiente del eje radical, escribimos la ecuacién como:

8 88 4 44
y=__x+_= T ¥
10 10 5 5

de donde la pendiente es igual a —$-

Y A
-6 g, \\2)/ X
-2
-4
-6

Figuira 4.35
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Ejemplos

Y

6

2

SR8 0y

Figura 4,36

Encontramos los centros de los circulos escribiendo sus ecuaciones en
la forma estandar. La ecuacion estandar del circulo
x*+y" = 10x—16y+ 73 =0es:
x*—10x+y’ —-16y=-73
{xz - 10x+25) +{yz -16y+ 64) =-73+25+64
(x-5)"+(y-8)" =16.

El centro del circulo * + y* — 10x — 16y + 73 =0ees (5, 8).
La ecuacién estindar del circulo x* + y* — 2x — 6y — 15=0es:

X -2x+y —6y=15
(x” —2:c+1]+{y2 —6y+9)=15+1+9
(x-1)*+(y-3) =25.

Asi, su centro es (1, 3). La recta que une los centros tiene por pendiente:

3-8_5
1-5 4
Como la pendiente de la recta que une los centros es el reciproco ne-
gativo de la pendiente del eje radical, estas dos rectas son perpendicula-
res (figura 4.36).

w
e
g

=
w
(11}

1. Encuentra lasrectas tangentesal circulo (x — 6)2 +(y- 6]2 = 36 desde

el punto A(-10, 0).

Encuentra los puntos de interseccion de los circulos dados.

Y- T T - TP T A T S

4 +4y +8x+16y=5yx’ +y —8x—dy=-L

2x" 42y +2x+6y+3=0y3x +3y° —2x—4y—1=0.

2x* 42y —8x—4y+1=0y2x" +2y —4x+4y—-13=0.
X+y -ldx+6y=42yx +y —8x-2y=8.

X +yY +6x—12y+9=0yx’ +y +6x+4y+9=0.

4 +4y' —4x—-20y-23=0y 16X +16y° —16x—80y+23=0.
7%’ +7y = 57x—21y—20=0y4x’ +4y’ -36x—-16y+12 = 0.
25x +25)° +100x—150 y+181 =0y

50x" + 50y —50x+ 250 y+ 37 =0.

Encuentra el eje radical de los circulos dados.

10
1
12

X+ +10x-6y-15=0yx’ + ¥ —2x+10y+17 =0,
X+ +16x+2y+16 =0YX +y —4x-8y+11=0.
XY+ 14x-6y+22=0Yx" + ¥ +2x-10y+10 =0.

~




El circulo que pasa por tres puntos

Encontrar la ecuacion del circulo que pasa por los puntos P(1, -1), Q(5, 6) y
R(-2,1).

Solucién:
H centro C(x, y) del circulo que buscamos equidista de los tres puntos dados; es decir,

d(P,C)=d(Q,C)=d(R,C).
Resolvemos la primera de las igualdades:

d(B C)=d(Q C)

VGE=1P+ (7= CDP =Vx—5P+ (y—6F -

Elevamos al cuadrado y simplificamos:

(x=1) +(y+1) =(x=5)" +(y-6)°
X —2x+1+y +2y+1=x" —10x+25+y" —12y+36
8x+14y—59 = 0.

Ahora resolvemos la otra igualdad:
d(Q,C)=d(R,C)
Jix=5) +(y=6) =(x=(2)) +(y-1).

Si elevamos al cuadrado y simplificamos, tenemos:

(x=5)" +(y-6) =(x+2)"+(y-1)
¥ =10x+25+y —12y+36 =x"+4x+4 + ¥y -2y+1
—14x—-10y+56 =0
—7x—-5y+28=0.

Debemos resolver simultaneamente las dos ecuaciones obtenidas:

 8x+14y-59=0
 ~7x=5y+28=0. (4.15)

Multiplicamos la primera ecuacién por 7, la segunda por 8, y las sumamos:

56x+98y—413 = 0
—56x—40y+224 = 0
58y—189 = 0,

El circulo 181 )
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de donde:

_189
V=58

Sustituimos este valor de y en la primera ecuacion de (4.15) para obtener e valor de x:

8x+14y-59=0
Bx+l4(£]—59=0
58
388
T 29
388 _ 97
(29)8 58

8x

Asi, el centro del circulo es C(Z 2],
Para encontrar su radio, calculamos la distancia de C a cualquiera de los puntos
Q dados; por ejemplo,

= (23] (-5 ) (5] -5

3
[
4 2214 6X Por tanto, la ecuacion del circulo (ver figura 4.37) es:
- P

Agura 4.37 97 e 189 3 13 f :
58 58 58

Un problema interesante es saber cudl es la cantidad minima de puntos que
determinan una curva. Por ejemplo, sabemos que por un punto puede pasar una
infinidad de rectas; en cambio, dados dos puntos, sélo hay una recta que pasa por
ambos. En el caso del circulo, por uno y dos puntos puede pasar una infinidad de
circulos. En cambio, por tres puntos no alineados sélo puede pasar uno. Los tres
puntos determinan un triangulo y sabemos que el centro del circulo circunscrito a un
tridngulo esel punto donde se cortan sus mediatrices; este punto se llama circuncen-
tro.Como las tres mediatrices se cortan en un punto, basta encontrar dos de ellas y
determinar su punto de interseccién para conocer el circuncentro,

B on =

1. Encontrar el circulo que pasa por los puntos A(2, 1), B(—4, 3) y C(-6, 5).

Soludén:
H circulo buscado es el circuncirculo del triangulo ABC (ver pagina 150).




Mediatriz de AB:
Encontramos el punto medio P del segmento AB:

P(% ?) =P(-1,2).

Encontramos la pendiente m del segmento AB:

3-1 2 1

m = -
—4-2 -6 3
entonces la mediatriz pasa por Py tiene pendiente igual a — . = 3;asi, su ecuacion es:

y=2=3(x+1)
y=3x+5.

Mediatriz de AC:
Encontramos el punto medio Q del segmento AC:

Q[¥.¥]=Q(—z,3).

Encontramos la pendiente m del segmento AC:

5-1 1

m= =
-6 -2 2

entonces la mediatriz pasa por Qy tiene pendiente igual a — = 2 asi, su ecuacién es:

y—3=2(x+2)
y=2x+7.

Ya que tenemos dos mediatrices, las resolvemos simultaneamente para encontrar
su interseccion. Como en ambas tenemos despejada la y, lo mas facil es resolverlas
por igualacién:

3x+5=2x+7,
de donde obtenemos x = 2. Sustituyendo este valor en la ecuacién de cualquie-

ra de las dos mediatrices encontramos que y = 11, asi que el circuncentro es
M(2,11).

El radio del circulo es la distancia del circuncentro a cualquiera de los puntos A,
BoC

r=d(M, A) =(2-2)*+(11-1F =10;

El circulo 183 )
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Y i .
asl, la ecuacién del circulo que pasa por A, By C es el circulo con centro
15 en My radio r:
10] »
M
5 (x=2) +(y-11) =100.
CB A
S5 55 551 5 10 f Escrita en la forma general es (ver figura 4.38):
Figura 4.38 2+ yz —4x- 22)"+ 25=10.
¥
El circulo de los nueve puntos
Consideremos el triangulo con vértices A(0, 5), B(-2, -3) y C(4, 1). Com-
. probar que el circulo que pasa por los puntos medios de los lados también
Fl ortocentrode un ) pasa por los pies de las alturas y los puntos medios de los segmentos que

triangulo es el punto donde
se cortan sus alturas.

unen los vértices con el ortocentro del tridngulo.

Solucién:
Encontramos los puntos medios de los lados:

lado AB: P E,E)=P(—Ll],
WAL
r— —
LadoBC: Q[ 2F2, 3“]:(2(1,-1).
2 2
lado CA: R #,%)=R{2,3).
LY

Buscamos la ecuacién del circulo que pasa por los puntos P, Qy R. Llama-
mos D(x, y) al centro del circulo; entonces:

d(D,P)=d(D,Q)=d(D, R).
De la primera igualdad tenemos:
d(D, P)=d(D,Q)
V= (0) +(r=1)" = J(x=1) + (y- (1))
(x+1) +(y=1) =(x=1)" +(y+1)°

X +2x+1+ Y =2y+1=x" —2x+1+y +2y+1
4x—-4y=0.




De la segunda igualdad:
d(D,Q)=d(D,R)

V=17 + (= (1)) =(x-2)"+ (y-3)
(x-1)" +(y+1) =(x-2)" +(y-3)
¥ -2x+1+y’ +2y+1=x" —4x+4+y - 6y+9
2x+8y-11=0.

Ahora resolvemos el sistema:

4x—4y=0
2x+8y—-11=0.

De la primera ecuacién tenemos que:
x=y.
Sustituyendo este valor en la segunda ecuacién y despejando x tenemos:

2x+8x-11=0

10x=11
11

X=—.
10

De donde D(14,11). Para encontrar el radio del circulo, calculamos la distancia
deDaP

e CORCRRORORS

La ecuacion del circulo es:

es decir,
| ( 11)2 +[ 11)2 221 ‘
xX—— - =—.
Debemos encontrar los pies de las alturas. Para ello, calculamos primero las
ecuaciones de las alturas. Como la altura es la recta que pasa por un vértice y es

perpendicular al lado opuesto, entonces veremos cuales son las pendientes de los
lados del triangulo:
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Pendientede AB: m, = 59 =4,
-2-0
| R =
Pendientede BC: m, = ( 3) - E
4-(-2) 3
; 5-1
Pendientede CA: m, = a1 =-1.

La pendiente de la altura que pasa por A y es perpendicular al lado BC es igual
a—3,ylaecuacién es:

3
—5=-"(x-0
y 2(x )

3
=——x+5.
4 2

La pendiente de la altura que pasa por B y es perpendicular al lado CA es igual
a1,y laecuacién es:

y=(-3)=1(x-(-2))
y=x-1
La pendiente de la altura que pasa por Cy es perpendicular al lado AB es igual
a—1 ylaecuacién es:
-1= —1(x— 4)
y 4

1
=——Xx+2,
Z e

Para encontrar el ortocentro H, basta con resolver simultaneamente las ecuacio-
nes de dos de las alturas:
." y = x i 1

y=—lx+l
\ 4 . (4.17)

De donde:

1
X+—x=2+1
4
5
—x=3
4
12
x=—.
5



Sustituimos este valor en la primera ecuacién de (4.17) para encontrar el valor
dey:

5 5
Asi, H(2,2).
Las ecuaciones de los lados del triangulo son:
Lado AB:
y—5=4(x-0)
y=4x+5.
Lado BC:
2.
p=l =il
|
Y=3%"3
Lado CA:
y-5=-1(x-0)
y=—x+3.
Finalmente, para encontrar el pie Ede la altura que pasa por A, debemosencon-
trar el punto donde se cortan esta y el lado BC (figura 4.39).
Para ello, resolvemos el sistema:
=——x+3
y 2
sully B
3 (4.18)
es decir,
3 2 5
—=X+5=—%x——
3 3
3 2 5
——x——x=——-5
2 3 3
13 20
—_—— = -
6 3
40
x=—
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Sustituimos este valor de x en la primera ecuacién de (4.18) para obtener el valor
dey:

Asi, E(%,3).
Para encontrar el pie F de la altura que pasa por B, debemos encontrar el punto
donde se cortan esta y el lado AC. Para ello, resolvemos el sistema:
fy=x-1 |

\ y=—%+5, ) (4.19)

es decir,
x=1==-x+5

x=3.

Sustituimos este valor de x en la primera ecuacién de (4.19) para obtener el valor
dey:
y=3-1=2

Asi, F(3,2).
Para encontrar el pie J de la altura que pasa por C, debemos encontrar el punto
donde se cortan esta y el lado AB. Para ello, resolvemos el sistema:

1
=i g)B
X="3

Tkl (4.20)

exdexls —ix+2=4x+5

1
——x—-4x=5-2
4

-——x=3

12

x= :
17

Sustituimos este valor de x en la segunda ecuacion de (4.20) para obtener el
valor de y:

MLI{_%)%).
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Ahora debemos probar que los puntos E, Fy J estén en el circulo (4.16), es decir,
que satisfacen la ecuacién de este:

[ 11)2 [ 11]2 221
K + y__ =
10 10 50

es decir,
E(ﬂ i). “ H)z,,[i HT-E
13°13) \13 10 13 10)  50°
1ny 1ny 22
F(3.2): 3——] +[2——) =—.
10 10 50
;[_53_7). _E_EJZ[E_ET_E
1717 ) 17 10 17 10 50

Encontramos el punto medio entre cada vértice y el ortocentro:

1z iz 1
Punto medio de AH: K(sTm 2 '; 5] = K(E _6]

Figura 4,40

B+(-2) I+(-3 1 4
Punto medio de BH: L[5+:£ ),5+£ )]=L[—,——].

12 s
Punto medio de CH: M( 2 +4,5 +1J= M[EE)
2 2 5 5

Veremos que los puntos K, L y M estan en el circulo (4.16) (figura 4.40):

k(6 16). (6_1Y (16 _11Y) _221
55 ) \5 10 5 10 50 ' Pensamient
Critic
I l _E . l_ﬂ 2+ _E_H 3 _E #C6mo debe ser un
5" 5) 5 10 5 10 - 50 ° tridgngulo paraque los
puntos medios de sus lados
5 o aincidan con los pies de
M(l_ﬁ, 6_) E_E) +[E_£J =£ las alturas?
55 5 10 5 10 50

El circulo que pasa por los puntos medios de los lados, por los pies de las alturas
y por los puntos medios de los segmentos que unen los vértices con el ortocentro de
un triangulo cualquiera recibe el nombre de circulo de los nueve puntos del tridAngulo

o circulo de Euler.
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Y4 A
8
6
2 C
4 2 4 X
B 2]
Fgura 4.41

1. Encontrar los nueve puntosdel circulo de Euler y su ecuacién a partir del trian-

gulo rectingulo cuyos vértices son A(1,9), B(-3, —1) y C(4, 2).

Solucién:
Encontramos los puntos medios de los lados:

Lado AB: P ﬂ,ﬂ)gﬁ(-m).
2 2
=3+4 =1+2 11
Lado BC: ” = —— .
© Q 9. 2 ) Q[z 2)
lado CA: R ﬂ,£)=R(E,E).
. g 2" 2

Debemos encontrar los pies de las alturas. Puesto que el triangulo es rec-
tangulo, observamos en la figura 4.41 que la recta que pasa por el vértice A y
es perpendicular al lado BC es justamente el lado AC, es decir, el vértice C es
el pie de una altura. Del mismo modo, Ces el pie de la altura que pasa por B y
es perpendicular al lado AC. Falta solamente encontrar el pie de la altura que
pasa por Cy es perpendicularal lado AB. Calculamos la pendiente del lado AB:

-1-9 5

Pendiente de AB: = ==,
. -3-1 2

La pendiente de la altura que pasa por Cy es perpendicular al lado AB es
igual a — 2y la ecuacién es:

2
-2=——(x—-4
y 5( )
— B ld
4 5

Para encontrar el pie D de |a altura que pasa por C, debemos encontrar el
punto donde se cortan esta y el lado AB. Para ello, encontramos la ecuacién
del lado AB:




y resolvemos el sistema:

.2 18]

4 5

y_fx.,.ﬁ

2 2 ) (421)
Es decir,

2 18 5 13
—Sxt—=x+—
5 5 2 2

2 5 13 18

—_X—-— —_——
5 2 2 5
29 29
_x=—

10 10

x=-1.

Sustituyendo este valor en la primera ecuacién de (4.21), obtenemos:

Entonces el pie de la altura que pasa por Cy es perpendicular a AB es
D(-1, 4), el cual coincide con P, el punto medio de AB. Como el orto-
centro H es el punto de interseccion de las alturas BC, CA y CD, enton-
cestenemos que H = C, Los tres puntos que faltan son los puntos medios
entre los vértices y el ortocentro. Como el ortocentro es C, los tres puntos
restantes son Cmismo, Qy R, En resumen, en este caso los nueve puntos
son P, Q, R y C. Ahora debemos encontrar la ecuacion del circulo. Para
ello, podemos tomar cualesquiera tres de los puntos.

Tomaremos C(4, 2), P(-1,4) y Q(%,1). Sillamamos E(x, y) al centro del
circulo, entonces:

d(E, C)=d(E, P)=d(E, Q).
De la primera igualdad, tenemos:
d(E,C)=d(E,P)

Jx=a) +(y=2) =\(x= (1)) +(y-4)

(x=4) +(y=2) =(x+1)"+(y-4)
2 =8x+y —4y+20=x"+2x+y —8y+17
10x—4y—3=0.

El circulo 191 )
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De la segunda igualdad:

d(E, P) = d(E Q)
V= CO+ =47 =y[x=3) +[r=3)

(x+1)%+ (y—4):‘=(:c—%)2+(y—%)1

x242x+ y2 -8y +17= x"'—x+y1—y+%
3x—7y+32—3=0,

Ahora resolvemos el sistema:

[ 10x-4y-3=0 |

33
3x=7y+—=0.
2 (4.22)
¥ a A Multiplicando la primera ecuacion por —3 y la segunda por 10, tenemos:
8
é R -30x+12y+9 =0
» 30x—70y+165 =0,
sumando:
Q C
=y V-"‘ 2 4 i —53)"+ 174 = 0.
B -2
Despejando, y = 3. Sustituimos este valor en la primera ecuacién de (4.22):
Figura 4,42
2 3 2 3 3
x=—y+—=—(3|+—=—.
5 ¥ 10 5( ) 10 2

&>

El circulo de los nueve -)
puntos o circulo de Euler de
un tridngulo es el que pasa
por los puntos medios de

sus lados, por los pies de d(E P}— \/(E _(_1})2 +(3 a4 = E L= @
sus alturas y por los puntos i A 2 - 4 - ’
medios de los segmentos
que unen sus vértices con
su ortocentro.

Dedonde E(2,3). Para encontrar el radio del circulo, encontramos la dis-
tanciade Ea P

La ecuacién del circulo (figura 4.42) es:

(o2

[x—éJz +(y-3) = 1—9

2

es decir,

Eiemplo




i
4]
12

=
W
w

Encuentra la ecuacion del circulo que pasa por los tres puntos dados.

1. A(4, 4), B(-6, —6), C(0,—4). 4. A(-8,-2), B(-1, -6), C(-1, 2).
2. A(1,-3), B(5, 1), C(9, -3). 5. A(2V2, 2\2), B(—4, 0), C(0, —4).
3. A(8,8), B(-1,5), C(1, 9). 6. A(1,4),B(1,2), C(3,4).

7. Halla e circulo de los nueve puntos del tridngulo cuyos vértices son
A(5, 8), B(—4, 8) y C(5, —2); utiliza los puntos medios de los lados.

8. Encuentra el circulo de los nueve puntos del tridngulo cuyos vértices
son A(5, 8), B(—9, 0) y C(-3, —6); utiliza los puntos medios de los lados.

9. Considera el tridngulo cuyos vértices son A(~1, 0), B(1, 0)y C(0, \3).
Encuentra los puntos medios de los lados, los pies de las alturas y los
puntos medios de los segmentos que unen el ortocentro con cada uno
de los vértices. Da con la ecuacion del circulo que pasa por todos ellos.

10. Considera el tridngulo cuyos vértices son A(2, 4), B(5, 1)y C(6, 5). En-

cuentra los puntos medios de los lados, los pies de las alturas y los pun-
tos medios de los segmentos que unen el ortocentro con cada uno de
los vértices. Halla la ecuacién del circulo que pasa por todos ellos.

Ecuaciones paramétricas del circulo

Un mdvil recorre una curva de maneraque, en cada tiempo t,su abscisa vale cost
ysuordenada valesent.Supongamos que el tiempo se mideen segundosy que
0 < t < 277 Describir la curva recorrida por el mavil.

Solucién:
Tenemos una funcién de un intervalo de tiempo al plano, es decir, a cada
instante le corresponde un punto en el plano: el punto donde se encuentra
el movil en ese momento.

Para cada t, tenemos dos funciones:

x(t) = cost

y(t)=sent,
que describen la abscisa y la ordenada del punto donde esta el maovil en el
instante £,

Localizando algunos puntos para algunos valores de £, nos damos cuenta
de que la curva parece ser un circulo de radio 1 (figura 4.43).

4 /3 w2  3ml4 T Sn/4 3mwf2 Tn/4

x 1 ‘ 0.87 071 I 0.5 0 =0.71 | -0.71 ] 0.71

¥ ‘ 0 ‘ 0.5 ‘0.7!‘.0.57‘ 1] ‘0.71| ] |—0.71‘ =1 |—0.71

v
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Figura 4.43
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Este es en realidad el caso. De hecho, recordando la identidad trigono-

métrica:
Las trayectorias descritas ) 3 3
por particulas cargadas cos t+sen"t=1,
en campos magnéticos
uniformes son circulares. podemos ver que todos los puntos de la forma:

(x(t), y(£)) = (cost, sent)

estan en el circulo de radio 1. Conforme t toma todos los valores entre 0 y
27 el mévil, cuya posicién es (cost, sent), da una vuelta completa al circulo.

Para parametrizar un circulo con centro en (h, k) y radio r partimos de la
parametrizacion:

(x(1), ¥(1)) = (cost, sent)
del circulo con radio 1 con centro en el origen.

Si multiplicamos por r ambas coordenadas, obtendremos un circulo de
radio rcon centro en el origen:

Podemos usar sen y cos )
para parametrizar cualquier
drculo. 5i este tiene centro
en (h k) y radio r, entonces:
x=h+ rcost Ahora, para obtener el circulo con centro en (h, k) sumamos halaprime-

y=h+ rsent ra coordenada y k a la segunda, obteniendo:

@n te [0, 2m]son unas
ecuaciones paramétricas.

(x(1), y(1)) = (rcost, rsent).

(x(8), (1)) = (h + rcost, k + rsent).

Asi, conforme trecorre el intervalo [0, 27r], el punto (h + rcost, k + rsent)
recorre el circulo de radio rcon centro en (h, k).

De esta manera, hemos obtenido unas ecuaciones paramétricas del cir-
culo:

x(t)= h + rcost

L y(t) = k + rsent, (423)
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1. Parametrizar el circulo (x — 3)2 +{y-5 )2 =16.

Solucién:
El circulo tiene radio 4 y centro en (3, 5) (figura 4.44); asi que unas ecuaciones
paramétricas son:

x(t) =3 +4cost

y(t)=5+4sent,
donde te [0, 27].

Y
8
L
2
2 4 6 X
Figura 4.44

2. Parametrizar el circulo x* + y* +2x—4y—4 =0.

Solucion:
Completamos los cuadrados, para escribirla en la forma estandar:

(x+1)°+(y-2)* =9.

El centro del circulo es el punto (1, 2).Su radio es 3 (figura 4.45); asi, unas
ecuaciones paramétricas son:

x(t) = =1+ 3cost
y(t)=2+3sent.

77 x

Figura 4.45

Pen'_s amient
Critic
Un mdvil se mueve
de manera que sus
coordenadas son:
x(t) =—=1+ 3cost
¥(t) =2 + 3sent,
Durante el intervalo de
tiempo [0, 37, jcudntas
veces pasa por el punto
(=1, 5)en el transcurso de
ese lapso?

Las ecuaciones paramétricas J
son muy importantes en
computacion, ya gue nos
permiten trazar curvas en la
pantalia de la computadora.
De hecho, la mayor parte de
las cénicas trazadas en este
libro se realizaron utilizando
ecuaciones paramétricas.
Por ejemplo, la siguiente
rutina en Visual Basic traza el
drculo del ejemplo anterior:

Escala = 5000
PSet (2, 2)
Fort=10 To 360

x=Escala*(-1+3*cos(t))
y=Escala*(2+3*sin(t))
Line -(x, y)

Next

La variable escala
permite trazar el circulo
del tamafio deseado en la
pantalla.

Las hojas de célculo
electronicas como Excel y
Open Office son muy tiles
para trazar curvas, para lo
cual es necesarlo usar las
ecuaciones paramétricas.
En este momento estudia
el apartado "Ecuaciones
paramétricas del circulo’,
que pareceen el Apéndice.
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w
2
o

bt
W
w

1.
2,
3.

En cada caso, parametriza el circulo con la ecuacién dada.

7.
8.
9.

En cada caso, escribe la ecuacién cartesiana del circulo que corresponde a las
ecuaciones paramétricas dadas.

13.
14.

15.
16.

En cada caso, parametriza el circulo con el centro y radio dados.

C(2,-5), r=6. 4. Cl4,4)r =1,
C(-3,4),r=7. 5. C(0,-3), r="2.
C@,-2),r=1. 6. C(-6,3), r=2.

9% +9y' + 72x—12y+103 = 0. 10. ¥ +y' —10x—-22y+142 =0.
18x" +18y" —6x+30y—41=0. 1. 4x* +4y —44y+21=0.
25x* +25y* +10x—-100y— 49 = 0. 120 2+ y +12x+14y+ 77 = 0.

x(f) = 2 + cost, y(t) =5 + sent. 17. x(t)=3+Zcost
x(t) =4+ 2cost, y(t) =—4 + Zsent.
A1) =-9+ 2sent. 18. x(t) =5 cost, y(t) = —1 + 5sent.

x(t) =1 + 8cost, y(t) = 8 sent.
x(t) = -2 + 2 cost,
y(t) =1+ sent.

Y4

-8 -6 4

-2

X

Figura 4.46

Desigualdades y el circulo

Encontrar la desigualdad que satisfacen los puntos que se encuentran dentro del
dreulo cuya ecuacién es x* + y* + 8x—10y = -25.

Solucién:
Escribimos la ecuacién del circulo en la forma estandar:

X+ y +8x-10y=-25
(x2 +8x+ 16) +(yz - 10y+25] =-25+16+25
(x+4) +(y-5) =16.
Tomamos un punto P(x, y) dentro del circulo. Trazamos el radio que pasa por

P(x, y); este corta el circulo en el punto Q(x,, y,) (figura 4.46).
Entonces, la distancia del centro del circulo aQ(x,, y,) es 4, es decir,

d(C, Q) =4.
Como P(x, y) estd dentro del clrculo, tenemos que:
d(C, P) < d(C, Q),
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es decir:

\/(::c+4)2 +(y-5) <4

Elevando al cuadrado:
(x+4)" +(y-5)" <16.
Asi, cualquier punto que se encuentre dentro del circulo debe satisfacer la des-

igualdad:
(x+4) +(y-5)" <16.

Consideremos un circulo en el plano. Este lo divide en tres conjuntos:

) Los puntos que estan en el circulo (figura 4.47).
» Los puntos que estan fuera del circulo (figura 4.48).
» Los puntos que estan dentro del circulo (figura 4.49).

YA YA Y A

\\_,.//XP X \\__,/}E

En el circulo Fuera Dentro
Figura 4.47 Figura 4.48 Fgura 4.49
Si la ecuacién del circulo es:
x—a) +(y—-b) =1,
(#-a) +{y-?) 7 (424)

los puntos que estan en el circulo son los que satisfacen dicha ecuacion, es decir, su
distancia al centro C(a, b) debe ser igual ar.

Sea P(x, y) un punto dentro del circulo. Trazamos el radio que pasa por P(x, y), el YA
cual corta el circulo en el punto Q(xy, y1) (figura 4.50). 5
Asl,
d(C, P) < d(C Q),
osea,
d(C Py <d(C Q7
es decir, X=

(x—a) +(y-b) <1
Figura 4.50
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Los puntos que se ) Por tanto, los puntos que estan dentro del circulo satisfacen:
encuentran dentro del
drculo con centro en (x —g)z + (y - b)z < rz_
(a, b) y radio r satisfacen la
desigualdad y .
(x—al+ (y=bP<r Los puntos cuya distancia al centro es mayor que r estan fuera del circulo y sa-
=) T o <r. N
: tisfacen:
(x—a)y*+ (y-bP>ri
En resumen:
_ » Un punto P(x, y) esta en el circulo si satisface:

Los puntos que se J 4 g 5
encuentran fueradel {x o ﬂ) + ()’ = b) =r.
drculo con centro en
(@, b) y radio r satisfacen la » Un punto P(x, y) estd dentro del circulo si satisface:
desigualdad
(x—ay+ (y-by>r 2 2 2

(x—a) +(y-b) <r’.

» Un punto P(x, y) esté fuera del circulo si satisface:

(x—a)+(y-b)y>r™

1. Trazar la regién que consta de los puntos que satisfacen la desigualdad
X +y +6x+8y+21>0.

Solucion:
Escribimos la desigualdad como:
YA (X +6x)+ () +8y)+21>0
6 4 =5 X (X’ +6x+9)+ ()’ +8y+16)>9 +16 —21
S (x+3) +(y+4) > 4.

Entonces, los puntos que satisfacen la desigualdad son los que estén afuera del
circulo con centro en C(—3, —4) de radio 2 (figura 4.51).

-6
courase, 2- Trazarlaregion que satisface |as desigualdades x'+y -10x+8y+32<0
= yx—-y—8>0.
Soludidn:

Siguiendo el ejemplo anterior, las desigualdades pueden escribirse como:
(x=5V+(y+4) <9 y y<x-8,

respectivamente.
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L
Entonces, la region buscada consta de los puntos que estan dentro del circulo

con centro en C(5, —4) de radio 3 y debajo de la recta y = x — 8 (figura 4.52).

Pe nsam ient
YA /- Critic
2 8 JE Siun punto P(x, y) satisface
= ladesigualdad
(x—al+(y-by<ren
—4 qué regién se encuentra?
-6
-8

Figura 4,52

1. Grafica la regién que se encuentra debajode las rectas 4x — 3y +3 =0y 5x+3y—30=0
ydentro del circulo x* + y” — 6x — 6y + 22 = 0. Escribe las desigualdades que describen la
region.

2. Grafica la regién que se encuentra debajo de la recta 2x — y + 12 = 0, arriba de la recta
x+ y=-3y fueradel circulo x* + y* + 8x — 10y + 32 = 0. Escribe las desigualdades que
describen la regién.

3. Escribe la ecuacién general del circulo con centro en C(4, — 6) y radio . Considera el
punto P(4,—1§]. ;Esté el punto Pdentro del circulo?

4. Grafica la regién que se encuentra dentro del circulo x> + y* + 8x— 6y + 16 = 0, fuera
del circulo x* + y* + 2x — 4y + 1 = 0, arriba de la recta x + 3y =0 y debajo de la recta
x—y+ 5 =0. Escribe las desigualdades que describen la region.

5. El segmento que une los puntos A(1, 1) y B(5, 3) es un diametro de un circulo. Escribe
la ecuacion de dicho circulo. Grafica la region que se encuentra dentro del circulo y
arriba de la recta 3x + y — 11 = 0. Escribe las desigualdades que describen la region.

6. Escribe las desigualdades que determinan que un punto esté dentro del circulo con
centro en el origen y radio 17, fuera del circulo con centro C(5, 0) y radio 3 y debajo
de la recta con pendiente m = 2 que pasa por el punto Q(-1, 0).

7. Grafica la regién que se encuentra dentro del circulo x* + y” + 8x + 2y + 1 = 0y fuera del
circulo x* + y* + 12x+ 4y + 36 = 0. Escribe las desigualdades que describen la region.

8. Grafica la regién que se encuentra dentro del circulo x* + y* + 4x+ 2y — 7= 0 y arriba
de la recta que pasa por los puntos P(2, 0) y Q(0, 3). Escribe las desigualdades que des-
criben la regibn.

9. Grafica la regién que se encuentra dentro del tridngulo cuyos vértices son A(1, 7),
B(-2, 1), C(9, 3)y dentro del circulo con centro en D(4, 2) y radio 20. Escribe las des-
igualdades que describen la region.

10. ;Qué puntos satisfacen la desigualdad x” + y* — 8x — 2y — 19 < 0, abajo de la recta
que pasa por el origen y tiene pendiente 1, arriba de la recta que pasa por los puntos
P(4,7)y Q(8, —4) y fuera del circulo con centro en (4, —2) y radio V61

Ejercicios
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Resolucion de problemas
Lugares geométricos

En esta seccién veremos dos problemas que involucran lugares geométricos rela-
cionados con los circulos.

1. Encontrar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) tales que la suma de los
cuadrados de sus distancias a dos puntos A(5, 3) y B(—1, 6) es igual a 25.

Solucién:
La distancia de P(x, y) a A(5, 3) es:

d(P,A) = (x=5) +(y-3),

entonces, el cuadrado de esta distancia es:

d(P,A) =(x-5) +(y-3).

De manera andloga, el cuadrado de la distancia de P(x, y) a B(-1, 6) es:

B J&4 d(P,B) = (x+1)" +(y—6)".
5
4 Q Como sabemos por hipotesis que la suma de los cuadrados de estas dis-
3 A tancias es 25, entonces:
2
1 d(P,A) +d(P,B) =(x—-5) +(y-3) +(x+1)" +(y-6) =25.
-1 12 345 ;:

Simplificando tenemos (figura 4.53):
Figura 453
(x=5) +(y=-3) +(x+1)" +(y-6)" =25
¥ —10x+25+ Y —6y+9+x"+2x+1+y* —12y+36=25
2x —8x+ 7142y’ —18y=25

81 81
2(x* —dx+4)+2 -9y+— |=25-71+8+—
(x X ] [),2 y 4] 5-71+8 2

(x-2)° +(y—§)2 = %

El lugar geométrico buscado es un circulo con centro en C{Z,%) y radio

]
-

r¥=

.

2. Encontrar el lugar geométrico del vértice P(x, y) de un dngulo recto si sus la-
dos siempre pasan por los puntos A(—5, —1) y B(3, 5).



Solucion:

Como el angulo es recto y sus lados siempre pasan por los puntos A(=5, —1) y

B(3, 5) entonces podemos considerar que el tridngulo PAB es un tridngulo rectingulo.
Por el teorema de Pitagoras tenemos que

(d(P,4)) +(d(p,B)) =(d(A.B))"
Primero calculamos cada una de estas distancias:
(d(P.4))" =(x=~(=5))" + (¥~ (1))
(d(P,B)) =(x=3)" +(y=5)
(d(AB)) =(=5-3)" +(-1-5)" =64 + 36 = 100.
De donde:
(x+5) +(y+1) +(x=3)" +(y-5)" =100.

Simplificando tenemos (figura 4.54):

2x +4x+2y' - 8y+60 =100
2(x* +2x)+2(y* -4y)=100-60
2(# +2x+1)+2(y —4y+4)=40+2+8

(x+1) +(y-2) =5?0=25.

Por tanto, el lugar geométrico buscado es el circulo con centro en (-1, 2) y
radio 5. (Comparar con el ejemplo 3 de la pagina 150).
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1. Encuentra el lugar geométrico de un punto que se mueve manteniendo una
distancia de 8 del punto Q(7, —1).

2. Halla la ecuacién del lugar geométrico de los puntos tales que su distancia al
punto A(2, 1) sea igual a 2 veces su distancia al punto B(=3, 1), ;Qué lugar
geomeétrico es?

3. Encuentra el lugar geométrico de los puntos tales que la diferencia de los
cuadrados de sus distancias a los puntos A(—5,—2) y B(-3, —4) sea 6.

4. Dacon el lugar geométrico de los puntos tales que la suma de los cuadrados
de sus distancias a los puntos A(-2, 3) y B(1, 6) sea 10.

5. Encuentra el lugar geométrico del tercer vértice de un tridngulo cuyos vér-
tices restantes son los puntos A(—5, 2) y B(3, 2) y la longitud de la mediana
del vértice B es constante e igual a 4.

6. Halla el lugar geométrico de los puntos tales que el cuadrado de su distancia
al punto P(-3, 5) sea igual a su distancia al eje X,

7. Encuentra el lugar geométrico de los puntos tales que el cuadrado de su dis-
tancia al punto Q(—2, —6) sea igual a su distancia al eje Y,

vy
o
8
=
@
(W]

Encontrar un lugar }
geométrico significa
determinar qué puntos
satisfacen unacierta
condicién geométrica,
generalmente expresada

en palabras, y que hay

que llevar a una expresion
algebraica.

=R

-6 ;] / 4
A Ly

Fgura 4.54
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Munde
virtual

Geolab

Hay diversas maneras de trazar un circulo con Geolab, veamos algunas.

1. Circulo directo. En la pantalla de datos analiticos, construye un circulo utili-

zando el constructor Circulo directo. Después de dar el nombre, oprime la te-
cla Enter. Geolab construye el circulo con centro en (0, 1) y radio 2. Una vez
construido, cambia los valores de (a, b) y r. También puedes construirlo en la
pantalla grafica. Si después de darle nombre haces clic en la pantalla blanca,
en ese lugar queda el centro; luego, arrastra el ratén con el botén izquierdo
oprimido para determinar el radio. Dale al centro las coordenadas (0, 0) y
oprime el botén Datos cartesianos de la pantalla de datos analiticos para ver
su ecuacion. Mueve el centro a (2, 3) y ve como cambia la ecuacién.

. Girculo dados el centro y el radio. En la pantalla de datos analiticos, cons-

truye el punto P(2, 3) y el escalar r = 5. Ahora utiliza el constructor Centro
y radio del ment de circulos. Después de darle nombre, haz doble clic en el
nombre P y después en el nombre r, En lugar de doble clic en los nombres,
puedes escribir P, ren el campo de datos que esta a la derecha del nombre,
en el panel superior. Si construyes en la pantalla grafica, después de dar el
nombre del circulo escribe los nombres P, r en el campo de datos que esta a
la derecha.

. Circulo dado su centro y uno de sus puntos. Construye los puntos

Q(2, —3) y R(5, 1). Ahora utiliza el constructor Centro y punto del ment de
circulos para construir un circulo con centro en Q que pase por R

. Gircuncirculo. Construye un triangulo ABC, Utiliza el constructor Circuncir-

culo para construir el circuncirculo de dicho tridngulo. Construye las media-
trices de los lados y comprueba que se cortan en el centro del circuncirculo
(circuncentro).

. Interseccién de recta y circulo. Construye la recta m: 2x — y — 10= 0 y el cir-

culo ccon centro en O(4, —2) y radio R = 20, La recta y el centro los puedes
construir como Recta directa y Punto directo. Para construir el radio r utiliza
el constructor Escalar calculado y escribe sqrt(20) en el espacio para la for-
mula. En la pantalla grafica se ve que la recta es un diametro del circulo, es
decir, pasa por el centro y corta el circulo en dos puntos. Podemos encontrar
las intersecciones por medio de las opciones Por ratén, Del mismo lado de un
punto y Del otro lado de un punto. Construye una interseccién P1 usando el
constructor Por ratén. Luego selecciona el punto en la lista de la derecha y
arrastra el raton. Observa como el punto P1 persigue al cursor. Ahora cons-
truye un punto cualquiera Ay otra interseccién P2 usando el constructor Del
mismo lado de un punto.

. Interseccion de circulos, eje radical. Construye el circulo ¢1 con cen-

tro en O1(—1, —1) y radio r1 = 2 y el circulo ¢2 con centro en 02(2, 1) y
r2 = 3. Observa que estos circulos se cortan en dos puntos. Construye el eje
radical w de tales circulos. Utiliza el constructor Eje radical del ment de rec-
tas. Observa que esta recta pasa por los puntos de interseccidn. Selecciona el
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centro O1 y arrastralo para alejarlo del circulo c2. Mientras los circulos se
corten, el eje radical pasara por los puntos de interseccién. Cuando no se
cortan, el eje radical existe a pesar de que los puntos de interseccion no .
existan. Si esta recta la hubiéramos construido como la recta que pasa por
los puntos de interseccion, se hubiera perdido al alejar los circulos.

7. Circulo de 9 puntos. Construye el triangulo cuyos vértices son A(0, 5),
B(-2, =3) y C(4, 1). Construye las alturas ha, hb, hc y el ortocentro
H, que es el punto de interseccion de las alturas. Construye los puntos
D, Ey F como las intersecciones de las alturas con los lados. Construye
el circulo cir que pasa por los puntos D, E y F, Ahora construye los pun-
tos medios de los lados del tridngulo, llamalos L, M y N, y observa que
el circulo cirpasa por ellos. Para comprobar que estos puntos estan en el
circulo utiliza el constructor de Define condiciones, elige Geométricas en
el submen Punto en y por tltimo Circulo. Construye el punto medio en-
tre Hy A. Lldmalo P. De igual manera, construye los puntos Q y Rcomo
puntos medios entre Hy B, y entre Hy C. Comprueba que el circulo cir
también pasa por estos tres puntos. Es por esta razén que este circulo se
llama circulo de 9 puntos.

( Resumen de la unidad

» La ecuacién del circulo con centro en el origen y radio res x> + y* = r”,

b La ecuacién estdndar o canénica del circulo con centro C(h, k) y radio r es
(x=h) +(y-k) =1

» La ecuacién general del circuloesx” + y° + Dx+ Ey+ F = 0.

b La recta tangente a un circulo es perpendicular al radio que une el centro del
circulo con el punto de tangencia.

b El eje radical de dos circulos no concéntricos con ecuaciones:

x+y' +Dx+Ey+F =0
L+y +D,x+Ey+F =0

es la recta con ecuacién:
(D,-D,)x+(E,-E,)y+F,~F,=0.
» Unas ecuaciones paramétricas del circulo con centro en C(h, k) y radio rson:
(h + rcost, k + rsent).

» Unpunto P(x, y) esta en el circulo con centro (a, b) y radio r si satisface:

(x—a) +(y-b) =12
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» Un punto P(x, y) esta dentro del circulo si satisface:
(x—a) +(y-b) <r.
» Un punto P(x, y) esté fuera del circulo si satisface:

(x—a)P+(y-bl>ri

Ejercicios de repaso )

1. Considera el tridngulo cuyos vértices son A(=3, 1), B(-1, 1) y C[—Z, 1+ ~J'3).
Demuestra que la distancia del punto P[—Z + 2;’—“3,1 + %) al vértice A es
igual a la del punto P al vértice B mas la distancia del punto P al vértice C.
Construye el circuncirculo y demuestra que P se encuentra en dicho circulo.

2. Dadosloscirculosx® + > + 6x— 4y —51 =0y x* + y* — 10x + 14y + 49 =0,
encuentra la ecuacion de la recta que une sus centros.

3. Dadosloscirculos x>+ y* —8x—2y+8=0yx’+y* +4x+2y+ 1 =0,en-
asentra la ecuacion de la recta que es perpendicular a la recta que une sus
centros y pasa por el centro del primer circulo.

4. Dados loscirculosx® + y* —4x—4y—28=0,x"+y’— 14x+ 12y + 76 =0
yx'+y'—6x—20y+84=0:
a. Encuentralaecuacion de la recta que une los centros de los dos primeros.
b. ;El centro del tercer circulo esta en la recta que encontraste en a.?

5. Encuentra o responde lo siguiente:
a. Los puntos de interseccion de los circulos cuyas ecuaciones son

+y?+2x—4y—-8=0yx*+y —2x—6y— 10=0.

. Laecuacién dela recta que une los puntos de interseccion de los circulos.
La ecuacion de la recta que une los centros de los circulos.

. $C6émo son las dos rectas que encontraste?
Demuestra que la recta que pasa por los centros de los circulos es media-
triz del segmento que une los puntos donde se cortan los dos circulos.

- -

6. Halla o responde lo siguiente;
a. Los puntos de interseccidn de los circulos cuyas ecuaciones son
X +y —4x-8y—41=0yx’ +y —40x—-8y+247 =0,
. Laecuacién dela recta que une los puntos de interseccion de los circulos.
La ecuacion de la recta que une los centros de los circulos.
. $Cémo son las dos rectas que encontraste?
Demuestra que la recta que pasa por los centros de los circulos es media-
triz del segmento que une los puntos donde se cortan los dos circulos.

P an T



10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y) tales que la
suma de los cuadrados de sus distancias a dos puntos A(1, 3) y B(-2, 4) sea
igual a 20.

Dados los puntos P(-3, 5), Q(-1, 9) y R(7, 5), encuentra el punto medio de
PQ y de QR. Traza la perpendicular que pasa por el punto medio de cada seg-
mento; después, encuentra el punto de interseccidn de las perpendiculares. Por
Gltimo, encuentra la ecuacién del circulo con centro en el punto de intersec-
cién de las perpendiculares cuyo radio es la distancia de dicho punto al punto
R jLos puntos Py Q estan en ese circulo?

. Halla la ecuacién del circulo que pasa por los puntos P(1, —4), Q(5, 4) y

R(10, -11).

Encuentra la ecuacién del circulo que es tangentealarectax+2y—10=0en
el punto P(—4,7) y cuyo centro estaen larectax+ 3y—3=0.

Disilarecta7x—9y+25 = Oyelcirculo X’ + y° + 18x— 6 y+ 25 = 0 se cor-
tan. De ser asi, proporciona las coordenadas de los puntos de interseccién.

Si los lados de un triangulo estan sobre las rectasx+ 3y =5 =0, x+ 2y—4=0
yx+ y+ 1 =0, encuentra la ecuacién del circulo circunscrito en el tridngulo.

Grafica la region que se encuentra dentro del circulo con centro en (— 3, 3)
y radio 4, debajo de la recta que pasa por los puntos P(— 2, 4} y Q(6, 0) de-
bajo de la recta con pendiente Z que corta el eje Y en 4 y arriba de la recta
x— 5y + 6 = 0.Escribe las desigualdades que describen la region.

Grafica la regién que se encuentra fuera del drculo x* + ¥ — 2x+ 2y —23 =0
dentro del circulo con centro en C(-2, —4) y radio 4 y arriba de la recta
X+ y+ 9 =0. Escribe las desigualdades que describen |a region.

Encuentra la ecuacion de |a recta tangente al circulo con centro en C(2, 1) y
radio 5 en el punto P(6,—4).

Halla, si los hay, los puntos donde se cortan la recta x+ y — 1 =0y el circulo
¥ +y —8x+7=0.

Lasrectasx—7y+35=0, 7x+y—-5=0,7x+y—-35=0yx-7y—-15=0
determinan un cuadrado. Encuentra la ecuacion del circulo circunscrito en él.

Encuentra las ecuaciones de |as rectas tangentes al circule
x*+ y* + 8x+ 4y — 80 = 0 en los puntos P(4,— 8) y Q(2, 6). Después, en-
cuentra el punto donde se cortan dichas tangentes.

Describe y grafica la regién que satisface las siguientes desigualdades:
x* 4y —6x—6y—31<0,x*+y* - 10x-8y+5>0,
X +y +6x—12y+20>0yx—y+10>0.

El circulo 205 P)
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Autoevaluacién )

. Encuentra la ecuacion del circulo con centro en
el origen y radio 6.

a. x+y=6.
b. x* + y*=36.
¢ x*+y*=6.

d *+y*+36=0.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 149.

. Halla la ecuacién del circulo con centro en
(4, -2) y radio 3.

a. ¥+y-8x+4y+29=0.

b. ¥+y -8x-4y+11=0.

o X+y -8x+4y+11=0.

d. ¥*+y -9=0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 155.

. Encuentra el radio del circulo cuya ecuacién es
+y -2x—-6y—-6=0.

a. 16.

b. —4.

c. 6.

d. 4

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 154.

. Encuentra el centro del circulo cuya ecuacién es
L+y +2x-6y+54=0.

a. (-8,3)

b. (-2,6)

c. (1,-3)

d. (2,-6)

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 154.

. Encuentra la ecuacion del circulo con centro en
(6, —1) y que pasa por (9, 3).

a. x’+y —12x+2y+32=0.

b. Z+y*—12x+2y+12=0.

¢ x*+y'—18x—6y+65=0.

d. x*+y* - 12x+2y+62=0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 155.

6. Halla la ecuacion del circulo que pasa por los
puntos A(4, 0), B(5, =3) y C(8, 0).
a. ¥+y' +2x-12y+32=0.
b. x*+y>—12x+ 2y—32=0.
. xX+y —12x-2y+32=0.
d x*+y*-12x+2y+32=0.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 182.

7. Encuentra las intersecciones de la recta
y=2x— 18y el circulo con centro en
(7,—4) y radio \20.

a. (9,-8)y(5,0).

b. (0,9)y (-8, 5).

c. (9,0)y (5, -8).

d. (9,5)y (0, -8).

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 163.

8. Encuentra el eje radical de los circulos

(x—1+(y+3) =9y
X+y +2x-6y—-1=0.

a. 2x—-6y—-1=0.

b. “4x-12y+2=0.

c. 2x*+2y*=0.

d. 12y+2=0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 178.
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( Heteroevaluacién

. Encuentra la ecuacién del circulo con centro en (-7, 1) y radio \2.

. Halla el centro y el radio del circulo con ecuacién x* + y* — 12x + 10y + 58 = 0.

. Encuentra la ecuacién del circulo con centro en (L, —1)y que pasa por (1, —3).

. Encuentra las intersecciones de la recta y = 3x — 2 y el circulo con ecuacién
X+y+8x+8y+7=0.

. Halla el eje radical de los circulos (x + 5)* + (y — 8)* =9 y el que tiene centro en
C(3, =3) y radio 4.

. Encuentra las ecuaciones de las rectas tangentes al circulo
(x+ 2P+ (y — 3)* = 25 desde el punto exterior Q(%2, 3).



La

on esta unidad iniciamos el estudio
sistematico de las conicas. Aqui pre-
sentamos la parabola como el lugar
geométrico delos puntos del plano que
equidistan de una recta y un punto fijos, donde el
punto no pertenece a la recta. A esta recta se le
conoce como la directriz y al punto como el foco.

La ecuacién de este tipo de curva se obtiene por
medio de las férmulas de distancia de un punto a
una recta y distancia entre dos puntos.

Gran parte de los ejemplos y ejercicios que
presentamos en los primeros apartados de esta
unidad tratan sobre la determinacién de la
ecuacion de |a parabola a partir de sus elementos
caracteristicos o de algunos de ellos, o bien de
encontrartodos esos elementos a partir de la propia
ecuacion de la parabola.

Podemos trazar parabolas mediante una regla
y un compas o con ayuda de otros instrumentos
como escuadra o hilo y clavo, o bien con papel
encerado. Estas técnicas se describen aqui.

nuna f

parabola

Conociendo las propiedades de la parabola
podemos resolver problemas del mundo real. Un
ejemplo es la propiedad de reflexién, la cual consiste
en que cuando una onda viaja paralela al eje de
la pardbola y choca con esta, se refleja hacia el
foco y, de manera inversa, si del foco emana una
onda, cuando esta choca con la parabola, se refleja
paralelamente al eje. Esta propiedad es demostrada
una vez que se caracteriza cual es la recta tangente
a la parabola en un punto dado.

Cracias a esta propiedad se construyen faros,
antenas y espejos con forma de paraboloide. Por
ejemplo, estamos muy acostumbrados a oir de las
antenas parabdlicas.

En otro apartado, también veremos que
la trayectoria que describe un proyectil es una
parabola; asimismo, mostraremos que en un puente
colgante hay cables que toman la forma parabdlica
debido al peso que soportan. En caso de que este
peso desapareciera, los cables tomarian la forma
de una catenaria.



En esta unidad revisaras los siguientes temas. Obsérvalos
y reflexiona acerca de lo que sabes sobre ellos.

€ La parabola B

Definicién de la pardbola

Pardbolas verticales .

Las pardbolas con vértice en el origen . {

Pardbolas horizontales .

Sugerencias para trazaruna pardbola conociendo '
s ecuackin

Construccién de la pardbola . {
Construccién de la pardbola con el uso de instrumentos .

Ecuaciones estdndar y general dela pardbola .

1 Antenas parabdlicas

~ | Puentescolgantes
Algunas aplicaciones de la parabola S

=1 Tiro parabélico

1 Anquitectura
Las funciones cuadriticas y las pardbolas
Desigualdades y la pardbola

La recta tangente a la pardbola

Ecuaciones paramétricas de la pardbola .

Resolucién de problemas Lugares geométricos
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Homo solar de Odeillo. J

.
L o

por todos los puntos del
plano que equidistan de
una recta (directriz) y un
punto (foco) fuerade la
directriz. Su ecuacion se
obtiene igualando las
distancias de un punto
genérico (x, y) aladirectriz
y foco dados.

-
&

La pardbola esta formada )

Larecta que pasa por el
foco Fy es perpendicular
a ladirectriz es llamada
el gie desimetriade

la parabola. El punto
medio del segmento
determinado por Fyel
punto Ddonde dicho
eje corta ladirectriz es
llamado el vértice de la
parabola, usualmente
denotado por V.

Las distancias del vértice
al foco y del vértice a

la directriz son iguales.
Esa distancia comun se
acostumbra denotar

on pyes, porsupuesto,
positiva. El nimero 4p es
llamado el ancho focal de
la parabola. Mientras p es
mas grande, la pardbolaes
mas ablerta.

Definicion de la parabola

El horno solar de Odeillo se encuentra en un centro de investigacion francés localiza-
do en los Pirineos Orientales. Es uno de los mas grandes del mundo y puede alcanzar
temperaturas mayores a los 3400 °C. Es un paraboloide formado por espejos.

Encontrar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto F(0,1) y la
recta £ cuyaecuacion es y = 1.

Solucién:

Llamemos P(x, y) a un punto de dicho lugar geométrico.
Debemos igualar la distancia de Pa F con la distancia de P a £

d(P,F)=d(P,f).

Utilizamos la férmula de la distancia entre dos puntos (1.1) y la de la distancia de
un punto a una recta (2.19), es decir,

N ey ey W as AL

- Jaep
Al sustituir los valores proporcionados obtenemos:
J{x—0}2+(y-1}2 =|y+1].

Elevamos al cuadrado ambos miembros:

(x=0) +(y-1) =(y+1),

y simplificamos:
4y =2y+l=y +2y+1
x’ =4y,

El lugar geométrico buscado es el conjunto de puntos del plano que satisfacen la
ecuacion x” = 4y (figura 5.1).

2 4 X

directriz

Figura 5.1
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Una pardbola es el conjunto de puntos del plano que equidistan de una recta fija
yde un punto fijo que no esta en dicha recta. La recta fija se llama la directriz de la
parabola y el punto fijo se llama el foco. En el ejemplo anterior, larectay=~-lesla
directriz de la parabola y F(0, 1) es su foco.

Las parabolas con vértice en el origen

Parabolas verticales

De modo mas general, consideremos una parabola que tiene su foco en el
eje Y, digamos en el punto F(0,p), donde p >0, cuya directriz es una recta
horizontal £ con ecuacién y = —p (figura 5.2).

Para que un punto P(x, y) pertenezca a esa parabola, debe satisfacer:

-

[ aw,p-de,0 ) (1) A .
Sustituyendo las coordenadas de Py F, asi como la ecuacién de £ en las : £
formulas para calcular la distancia entre dos puntos (1.1) y la distancia entre
un punto y una recta (2.19), obtenemos: Figura 5.2

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuacion:

#*+(y-p) =(y+p) v

ejede
y simplificamos, obtenemos la ecuacion de la parabola: simetria

x* =4py. (5.2)

Ahora veamos algunos otros elementos caracteristicos de la parabo-
la. En la figura 5.3 observamos que la parabola pasa por el punto medio P
localizado entre el foco y el pie de la perpendicular que baja del foco a
la directriz. Ese punto medio se llama el vértice, y dista p unidades tanto
del foco como de la directriz. k)

La recta que une el vértice y el foco, que en este caso es el eje Y, es
llamada el ge de simetria de la parabola, ya que si P(x,y) estd en la pa-
rabola, entonces su simétrico respecto a dicho eje, que en este caso es
P'(—x, y),también lo esté, pues,

(-x) =x*=4py.

Un segmento de recta que une dos puntosde una parabola se cono-
ce como cuerda de la parabola. La cuerda que pasa por el foco y es para-
lela a la directriz, y por tanto es perpendicular al eje de simetria, se llama
lado recto y su longitud 4p es el ancho focal de la parabola (figura 5.4).

Figura 5.4
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Si el eje de simetria de
una parabola es paralelo
al eje Y, entonces es una
pardbola vertical.Se dice
que abre hacia arriba

o hacia abajo segtin se
extienda indefinidamente
hacia arriba o hacia abajo.
Lo primero ocurre cuando
el foco Festa arribadel
vértice V.El otro caso

se tiene cuando Festa
debajo de V.

)

Laecuacion de una
parabola vertical con
vertice en el origen es

x'=4py
si abre hacia arriba, o bien
x"=-apy

si abre hacia abajo. Notese

el signo que precede a 4p.

Comprobaremos que el ancho focal para la parabola x* = 4py es 4p.

Si Pes el punto del semiplano derecho que estd en la pardbola yen el lado recto,
entonces sus coordenadas son (x, p) y satisfacen la ecuacién (5.2).

Asl,

x’ =dpp=4p’.
Simplificando la ecuacién tenemos:
x=2p,

asi que P tiene coordenadas (2p, p). Por la simetria de la parébola, el punto P’ tiene
coordenadas (-2p,p), de modo que el ancho focal es igual a la distancia entre Py
P', es decir, 4p.

La longitud del lado recto o anche focal es igual a 4p; es decir, 4 veces la distancia
del foco al vértice.

Esta longitud nos dice qué tan abierta o cerrada es la parabola (figura 5.4).

En resumen, los elementos de la parabola son:

b El vértice.

b El foco.

b La directriz.

P Ladistancia p entre el foco y el vértice.

b El gje de simetria.

» El ancho focal 4p.

Ahora veamos el caso en que el vértice de la parabola esta en el origen, el foco se
encuentra en la parte negativa del eje Yy la directriz es paralela al eje Xy corta al eje
Y en su parte positiva (figura 5.5).

Fgura 5.5

El foco es F(0,—p) y la directriz es y = p. Si sustituimos estos valores en la ecua-
cién de la parabola (5.1), ahora obtenemos:

Jz0F +(yea) = '{,‘;_f’



si elevamos al cuadrado y simplificamos la expresidn, llegamos a:

Observemos entonces que el signo del coeficiente de y nos dice hacia dénde
abre la parabola; si es positivo, se abre hacia arriba; si es negativo, hacia abajo.

Parabolas horizontales

Para continuar con el estudio de la pardbola, consideremos aquellas con vértice en
el origen, pero ahora con el foco situado sobre el eje X.

Si el foco es F(p,0) con p> 0y ladirectriz es x = - p, al sustituir estos valores en
(5.1) obtenemos la ecuacién:

|x+p|

\/{x p} +(y=-0) = w"l_

que al simplificarla se transforma en (figura 5.6):

54

Por tltimo, si el foco es F(—p,0) con p >0y la directriz es x = p, y seguimos el
procedimiento anterior, obtenemos (figura 5.7):

65)

En la tabla siguiente resumimos los casos de la parabola con vértice en el origen
ydirectriz paralela a uno de los ejes cartesianos:

la pardbola 213 )

1 8.
Py

Fgura 5.6

Posicién Abre hacia Ecuacién Directriz Vértice Foco
Vertical arriba x'=4py y=-p V(0,0) F(0,p)
Vertical abajo x'=-4py y=p V(0,0 F(0,p)
Horizontal laderecha 3y =4px x=-p V(0,0 F(p,0)
Horizontal laizquierda y' =—dpx x=p V(0,0) F(-p,0)

Observa que la parabola abre en direccion contraria a la directriz.

Fgura 5.7
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1. Encontrar la ecuacién de la parabola con vértice en el origen y cuya direc-
triz es la recta con ecuacién y=-3.

Soluciom:

Para tener toda la informacién que necesitamos sobre la parabola debe-
mos completar el siguiente cuadro:

Eje de Horizontal Abre

P Directriz Foco Vértice simetria o vertical hacia

J"-"i". _ (0,0) ‘ ‘

Como la directriz es una recta horizontal y el vértice es (0, 0), entonces
el eje de simetria es el eje Yy la parabola es vertical. Ademas, la directriz
esta por debajo del eje X.

Entonces la ecuacion de la pardbola es de la forma:

x* = 4py.

Puesto que p es la distancia de la directriz al vértice, en este caso p=3, la
ecuacién de la pardbola es:
5
xz = (E}yn

x* =10y.

es decir (figura 5.8),

Ejede  Horizontal Abre

P Directriz Foco Vértice simetria o vertical hacia
E y=-4% (0&) (0,0) x=0 vertical arriba

Y A

s F
2
—4 -2 2 4 X
=
£

Figura 58




la pardbola 215 )

2. Encontrar la ecuacion de la parabola cuyo vértice se encuentra en el ori-
geny cuyo eje de simetria es paralelo a uno de los ejesy pasa por el punto
P(3.-2);

Solucién:
De acuerdo con el enunciado, la parabola puede ser horizontal o vertical.
Analizaremos los dos casos:

» Sila pardbola es horizontal, como el vértice esta en el origen y el punto
P(3,-2) tiene abscisa positiva, entonces abre a la derecha y su ecuacion
esde la forma:

y* =4px.

Como Pesta en la parabola, debe satisfacer la ecuacion anterior; asi, al
sustituir sus coordenadas podemos despejar p para encontrar su valor:

(-2 =4p(3) .

e 3
12 P

La ecuacién de la parabola es (figura 5.9):

1
y' =4 (—J £ £
3 Figura 59

» Si la parabola es vertical, como el vértice esta en el origen y el punto
P(3,-2) tiene ordenada negativa, entonces abre hacia abajo y su ecua-
cién es de la forma:

x*=-4py

Como Pesta en la parabola, debe satisfacer la ecuacion anterior; asi, al

sustituir sus coordenadas podemos despejar p para encontrar su valor:
2 ®
o 4P{ 2} S el eje de simetria de :]
una parabola es paralelo
8 " 7 al eje X, entonces es
una parabola horizontal.
g Se dice que abre a la
La ecuacién de la parabola (figura -4 ) F 4 Shochacalta bRlaT
5.10) es: 27 seqlin se extienda
indefinidamente a la
Zoo: 2 12 2 et derechao alaizquierda.
ls g uzy' Lo primero ocurre si el
61 foco F est4 aladerecha
del vértice V.El sequndo
caso se tiene cuando F
estd ala izquierdade V.

Figura 5.10
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3.

Encontrar la ecuacion de la parabola horizontal que abre hacia la iz-
quierda con vértice en el origen y cuyo lado recto mide 7 unidades.

Solucién:
La parabola es de la forma:

y' =-4px.

Como el lado recto mide 7 unidades, tenemos que:

4p=7;
—4 ; ; ; ;
= 4 sustituyendo el valor de p en la ecuacién anterior, obtenemos (figura 5.11):
Fgura 5.11
yi==7x.
La ecuaciéon de una )

parabola horizontal con
vértice en el origen es

¥y =4px
si abre aladerecha, o bien
¥ =-4px

si abre alaizquierda.
Nétese el signo que
precede a 4p y el cambio
de papelesde xy y,
respecto alas ecuaciones
de las parabolas verticales.

v
2
2

=
W
L

Encuentra el foco y la directriz de las siguientes parabolas.

y* =8x. 6. 3x*-20y=0.
*=-12y. 7. % +6y=0.
==y, 8. y*-24x=0.
y' =4x. 9. ¥ =7y.

y +2x=0.

En cada caso, halla la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y con:

10.
11.
12
13.
14.
19.
20,
21.
22,
23,

24,

Directrizx+2=0. 15. Directrizx =5.
Focoen(-1,0). 16. Directriz y =3.
Directrizx = 1. 17. Directrizy = =2,
Foco en (4,0). 18. Foco en (0,2).

Foco en (0,—5).

Encuentra la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen si el foco
estd sobre el eje Yy la parébola pasa por el punto P(2,3).

Da con la ecuacién de la parabola vertical con vértice en el origen, que
abre hacia abajo, cuyo lado recto mide 12,

Utiliza los mismos ejescoordenados para graficar las parabolas y* = 4 px
conp=31%,1,23,

Usa los mismos ejes coordenados para graficar las parabolas x* = —4 py
wnp=3,3,1,2,3.

Encuentra la ecuacion de la parabola con vértice en el origen cuyo eje es
el eje Xy pasa por el punto P(—6,2).

Halla la ecuacion de la parabola con vértice en el origen y que pasa por
el punto P(-3,5).
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25. Encuentrala ecuacién dela parabola con vértice en el origen cuyo lado recto
es el didmetro vertical del circulo con ecuacién x* + y* =5x -2 = 0.

26. Halla la ecuacién de la parabola con vértice en el origen que pasa por el
punto de interseccién de la recta y = 5> x + 5 - £ y el circulo con centro
en C(-2,-3) y radio r = 3.

27. Encuentra la ecuaci6n del circulo que pasa por el punto P(0,2), por el vér-
tice, y el foco de la pardbola y* = 6x.

W
o
-

ol
W
(77

Construccion de la parabola

Podemos trazar parabolas mediante una regla y un compas, o bien con ayuda de
otros instrumentos como escuadra, hilo y clave o papel encerado. Estas técnicas se
describen a continuacion.

Sugerencias para trazar una parabola conociendo su ecuacion

1. Localiza el vértice V. (Hasta este momento, (inicamente hemos visto parabolas
con vértice en el origen, pero mas adelante veremos el caso general.)

2. Determina el valor de p, es decir, la distancia del vértice al foco.

3. Establece si la pardbola es horizontal o vertical, de acuerdo con la variable que
esté elevada al cuadrado.

4. Determina hacia qué lado abre la paribola de acuerdo con el coeficiente de 4p.

5. Localiza el foco F que se encuentra a p unidades hacia arriba, abajo, la derecha o
la izquierda del vértice, de acuerdo con la direccién hacia donde abre la pardbola.

6. Dibuja el eje de la parabola, que es la recta que une el vértice y el foco.

7. Traza la recta que contiene el lado recto, la cual es la recta que pasa por el foco y
es perpendicular al eje de simetria.

8. Sobre esta recta, localiza los extremos del lado recto, los cuales se encuentran a
2p unidades del foco.

9. Localiza algunos otros puntos de la pardbola asignando valores a la variable que
se encuentra elevada al cuadrado y encuentra los valores correspondientes de la
otra variable.

1. Trazar la pardbola x* = -24y.

Soludén:

» El vértice es el origen (0,0).

b Si factorizamos un 4 en el lado derecho de la ecuacién, obtenemos
x* =-4(6)y;asique p=6.

b La parabolaes vertical debido a que la variable elevada al cuadrado es x.

P La pardbola abre hacia abajo, ya que el signo que precedea 4p =24 es
negativo. El ancho focal es 24.
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» El foco Festd 6 unidades abajo del vértice; por tanto, F(0,—6).

b El eje Y es el eje de la pardbola.

P Larecta horizontal que pasa por F contiene el lado recto.

» Los extremos del lado recto son (—=12,-6) y (12,-6).

» Localizamos algunos otros puntos de la parabola. Para ello, despejamos
yy damos varios valores de x (figura 5.12):

Y %"
£ Al y= n
2
-15 -10 2l 0 ¥y —10‘—5‘—1‘0‘1‘5‘10
_4 -
6%F bl .17 ‘ -1.04 ‘ -0.04 0 ‘ -004 | -1.04 ‘ -4.17
Figura 5.12
2. Encontrar la ecuacion de la parabola cuyo foco es F(—5,0) y cuya directriz
esx =35,
Solucién:
Y La directriz de la parabola es la recta vertical x = 5, entonces la parabola
10 es horizontal. La pardbola tiene el vértice en el origen (porque este equi-
dista del foco y de la directriz). La distancia del foco al vértice es p=5.
Como el foco estd a la izquierda del vértice y la directriz esta a la derecha,
" la pardbola abre hacia la izquierda, asi que su ecuacién es de la forma:
5 X
y' =-4px,
de donde (figura 5.13):
£
Figura 5.13 )"2 =-20x.

3. Encontrar la ecuacién de la pardbola horizontal con vértice en el origen,
Los elementos de la ) que abre hacia la derecha y pasa por el punto Q(5, 8).

parabola son el vértice, el
foco, ladirectriz, el eje de
simetria y el ancho focal
4p. A partir de algunos de
ellos se pueden conocer
los otros. }’2 =4px,

Solucién:
Los datos del problema nos indican que la ecuacién es de la forma:

S6lo nos falta determinar el valor de p; para ello, sustituimos el punto
Q(5,8) en la ecuacién de la parabola y despejamos p:
8” =4p(5)

,16
s




Asi, la ecuacién de la parabola (figura 5.14) es:

Figura 5.14

Construccion de la parabola con el uso de instrumentos

Aungue la parabola no se puede dibujar con un solo trazo por medio de una regla y un
compas, estos instrumentos nos pueden ser (tiles para localizar muchos de sus puntos.

Construccion con regla y compds

Supongamos que conocemos la directriz £ de la parabola y su foco F (figura 5.15).
1. Trazamos el eje MF de la parabola, el cual es la recta perpendicular a la direc-
triz £ que pasa por el foco F.
2, Localizamos el vértice V de la parabola, que es el punto medio del segmento
MF.
3. Para cualquier punto M, localizado a la derecha de V sobre el eje de |a para-
bola, trazamos una recta AA’ perpendicular al eje MF, Todos los puntos de
AA' distan MM, de £. o o
4, Trazamos arcos con centro en Fy radio MM, que corten AA" en Py Q,.
5. Los puntos P, Q, pertenecen a la pardbola, ya que las distanciasde B,y Q, a
la directriz son iguales a MM, que, por construccién, es igual a las distancias
deP, yQ alfoco F.
De esta manera, al variar el punto M, podemos localizar tantos puntos de la pa-
rabola como deseemos y trazarla de modo tan preciso como queramos (figura 5.16).

D' A’

Bi’ (“F

P(_,__f

Fgura 5.16
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&

Si conocemos el vértice )
Vyelfoco Fde una
pardbola podemos
determinar:

P Heje desimetria:la

rectaque une Vy F.

P Ladirectriz: la recta
ortogonal al eje de
simetria que pasa por
D, donde D estaen
e eje de simetria y es
simétrico a F respecto
al punto V.

El ancho focal
dp=4vecesla
distancia VF.

Pe n’sa.mient
Critic

iCudl es el minimo ndmero
de elementos que debemos

@nocer de una pardbola
para determinar todos?

£ A

A

Figura 5.15
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£ Construccion con hilo y escuadra
B
Supongamos que conocemos la directriz £ de la pardbola y su foco F (figura 5.17).
1. Trazamos el eje MF de la parabola, el cual es la recta perpendicular a la direc-
c P *A triz £ que pasa por el foco F.

2. Colocamos una escuadra con un cateto CB en la directriz.

M F 3. Sujetamos un extremo de un hilo de longitud CA en el extremo A de la es-
cuadra y el otro extremo en F.

4. Con un lapizen P, mantenemos estirado el hilo y movemos la escuadra sobre
la directriz. Entonces FP = PCy, por tanto, P describe una parabola.

Aguras17  Construccion con papel doblado

Utilizamos una hoja rectangular de papel encerado.

1. Marcamos un punto F cerca de un lado, aproximadamente a la mitad de la
hoja (figura 5.18).

2. Doblamos el papel de manera que un punto del lado inferior caiga sobre el
punto F (figura 5.19).

3. Marcamos el doblez y desdoblamos (figura 5.20).

4. Seguimos haciendo dobleces de manera que los puntos del lado inferior cai-
gan sobre F.

Laecuacién estdndar de )
una parabola vertical con
vértice en el punto Vih, k)
es:

(x-h) =4p(y-k) .
si abre hacia arriba, o

(x=h) =-aply-k)
siabre hacia abajo. Notese Figura 5.18 Figura 519 Figura 5.20
el signo que antecede a 4p.

Si hacemos suficientes dobleces, nos daremos cuenta de que aparece una curva
en forma de parabola. De hecho, cada doblez es tangente a la curva (figura 5.21).

Figura 5.21

La figura 5.22 muestra que si doblamos la hoja de manera que el punto A del lado
inferior coincida con F, la distancia de cada punto del doblez a Fy a A es la misma,
ya que el doblez determina la mediatriz del segmento FA. En particular, el punto B,
que es la interseccion del doblez con la perpendicular al lado levantada en A, dista
lo mismo de Fy del lado, por lo que B esta en la parabola que tiene por foco a Fy
directriz al lado inferior del rectangulo.

A Sugerimos que con Geolab, abras la construccion Parabolaenvuelve y observes
Feuras2z  €sta misma construccion.

B




Ecuaciones estandar y general de la parabola

Encontrarla ecuacion de la parabola cuyo vérticees el punto V(3,4) y cuyo foco es F(3,6).

Solucién:

Como el vértice no esta en el origen, no podemos utilizar directamente las férmu-
las de parabolas con vértice en el origen, pero veremos que si las podremos usar si
primero hacemos un cambio de coordenadas trasladando el origen del sistema al
vértice de la pardbola, como lo hicimos en la unidad anterior. Utilizamos las formu-
las de traslacién (3.3):

y=y-4 (5.6)

El vértice esta en el origen O’ del nuevo sistema de coordenadas, es decir, ahi sus
ordenadas son (0,0). Al sustituir las coordenadas de F(3,6) en (5.6), obtenemos:

x'=3-3=0
y=6-4=2,

asi que las nuevas coordenadas de Fson (0,2) y, por tanto, estd en el nuevo eje Y.
Como el foco (0, 2) se encuentra arriba del vértice (0,0), la paribola abre hacia
arriba. La distancia entre el vértice y el foco es p = 2, asi que la ecuacién de la direc-
trizes y'=2.
Ahora si podemos utilizar las férmulas de (5.2). Como la parabola abre hacia
arriba, su ecuacion es:

(x'Y =4py’
(x') =8y"

Para expresar esta ecuacion en términos de x y y, sustituimos x" y y' de
acuerdo con (5.6) y cbtenemos:

(x-3) =8(y-4),
es decir (figura 5.23),
x’-6x-8y+41=0.
En general, cuando sabemos hacia donde abre una parabola —horizontal o vertical— yla
distancia pentreel vértice y el foco y las coordenadas (/, k) del vértice, entonces podemos

conduir de manera similar al caso anterior que su ecuacién es alguna de las siguientes:
1. (x=h) =4p(y -k) sila pardbola es vertical y abre hacia arriba (figura 5.24).
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2. (x—h)’ =—4p(y—k)si la parabola es vertical y abre hacia abajo (figura 5.25).

3. (y—k)z =4p(x—h)sila pardbola es horizontal y abre hacia la derecha
(figura 5.26).

4. (y—k)' =—4p(x—h)sila parabola es horizontal y abre hacia la izquierda
(figura 5.27).

La ecuacion estandar de
una parabola horizontal
con vertice en el punto
Vih,k)es:

(y-k) =4p(x-h),

si abre a la derecha, o
(y=k) =—ap(x-h),
siabre a la zquierda.
Notese el signo que
antecede a 4py el cambio
depapelesdexyyydehy
k respecto a las ecuaciones
de las pardbolas verticales.

Y
1 -

X f

£ X
———————— - el sbinitenk .8

X X
£

Figura 5.25 Figura 526 Agura 5.27

Cualquiera de estas ecuaciones se conoce como la forma estdndar de la ecuacién
de la parabola.

Consideremos la forma correspondiente a una parabola horizontal que abre ha-
cia la derecha:

(y-k) =4p(x-h), conp>0.
Al desarrollar el término que esta al cuadrado, obtenemos:

y'=2yk+k’ =4px - 4ph
¥ =2yk+k’-4px+4ph=0
y' =d4px -2ky +k’ +4ph=0.

Si hacemos D = -4p,E = -2k y F = k” + 4 phla ecuaci6n toma la forma:

(y2+Dx+Ey+F=0.) (5.7)

Si partimos de la ecuacién estandar de las pardbolas horizontales que abren ha-
cia la izquierda, llegamos a una ecuacién del mismo tipo.

La ecuacion (5.7) es llamada la forma general de la ecuacion de las pardbolas
horizontales.

Si hacemos lo anterior a partir de la ecuacién estandar de las pardbolas verticales
gue abren hacia arriba:

(x-h) =4p(y-k),
o hacia abajo:

(x=h)' =-4p(y-k),



obtenemos una ecuacion de la forma:

Cx2+Dx+Ey+F={];! (5-8}

la cual es llamada forma general de la ecuacion de las pardbolas verticales.
Estasformas son casos particulares de la ecuacion general de segundo grado que
estudiaremos en la unidad 8.

Si nos dan la ecuacion de una parabola horizontal o vertical en su forma general,
podemos llevarla a la forma estandar. Por ejemplo, consideremos el caso de una
parabola vertical:

x*+Dx+ Ey+F=0.

Completamos el cuadrado en la variable x y despejamos el binomio cuadrado

obtenido:
D\’ D\’
x*+Dx+|—| +Ey+F-|—| =0
2 2

( D]“ D? - 4F
xX+—| =-Ey+ :
2 4

(5.9)

Si E#0, entonces al factorizar Eobtenemos:

o] —erfo-().
2 4B gl ) (5.10)

Si E = 0, entonces esta es la ecuacién estandar de una parabola vertical que abre
hacia abajo, con vértice v (-2, 2k )y 4p= E.

Si E <0, entonces la ecuacion (5.9) es la estandar de una parabola vertical que
abre hacia arriba, con vértice V (-- D D4k ) y4p=-E.

Si E = 0, entonces debemos detenernos en la ecuacion (5.8) la que se reduce a:

D)* D*-4F
X = 3
2 4

que representa una parabola vertical degenerada:
2

1. Vacio,si <0.

D’ -4F

2. Dos rectas verticales, si
D' -4F _

>0

3. Una recta vertical, si 0.

la pardbola 223 )
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En resumen:

Posicibn  Abre hacia Ecuacién Directriz Vértice Foco

Vertical | arriba (x-h)Y=4p(y-k) | y=k-p Vih.k) F(hk +p).

Vertical abajo {x—h}‘ --4p{y-k) y=k+p Vih.k) F(h.k—p).

Horizontal | laderecha (y -j!.,-:)z =4p(x-h) | x=h-p Vih,k) F(h+ p,k).

Horizontal | laizquierda | (y-k)' =-4p(x-h) | x=h+p Vih,k) F(h-p.k).

En el caso de la ecuacion general:

Paosicién Ecuacién general

Horizontal y'+Dx+Ey+F=0

Vertical x'+Dx+Ey+F=0

Y 1

}ll

Fgura 5.28

1. Encontrar la ecuaci6n de la paribola cuyo vértice estd en V(5,—2) y cuyo
foco esta en F(5,—4).

Solucién:
Para tener toda la informacién que necesitamos sobre la parabola debe-

mos completar el siguiente cuadro:

Ejede  Horizontal Abre

P Directriz Foco Vértice simetria o vertical hacia

| P54 | V5-2) | |

La pardbola es vertical, pues su eje de simetria es la recta x = 5. Como el
foco esta debajo del vértice, la parabola abre hacia abajo, la distancia del
vértice al foco es p = 2 y, por tanto, su ecuacion es:

(x-5) =—4@2)(y-(-2));
es decir,
(x=5)" =-8(y+2).

Si queremos obtener la forma general, efectuamos las operaciones y
pasamos todos los términos a un lado de la ecuacién:

x’ =10x +8y+41=0.

Ejede  Horizontal Abre

P Directriz Foco Vértice simetria o vertical hacia

2 y=0 F(5,-4) ¥(5,-2) x=5 vertical abajo
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2. Encontrar |os elementos de la parabola 12x - y* + 10y - 61=0.

Solucidn:
Como la variable que esta al cuadrado es y, la parabola es horizontal; pase-
mos todos los términos en ya un lado de la ecuacion y los demas al otro:

y* =10y =12x - 61.
En el primer miembro completamos el trinomio cuadrado perfecto y su-

mamos el mismo término del otro lado de la ecuacién para no alterar la
igualdad:

y' =10y +25=12x-61+25
(y-5) =12x-36
(y-5) =12(x-3).

El vértice es V(3,5). El ancho focal es:
4p =12,

y la distancia del vértice al foco es:

La parabola abre hacia la derecha, asi que el foco es:
F(3 +3,5)= F(6,5).

La directriz es la recta (figura 5.29):

x=3-3=0.

En resumen:

Fgura 5.29

Ejede  Horizontal Abre

Foco Vértice simetria o vertical hacia

2 x=0 F(6,5) W(3,5) y=5 horizontal | derecha

3. Encontrar los puntos de interseccion de la parabola x* - 4x- y+1=0
conlarectax+ y-1=0.

Solucidn:
Escribimos la ecuacion de la recta en la forma pendiente-ordenada al origen:

y==x+1, r
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y despejamos yen la ecuacion de la parabola:
y=x"-4x+L
Al igualar las ecuaciones tenemos que;
-x+l=x"-4x+1.

Si resolvermos esta liltima ecuacion obtenemos:
2
x'=3x=0
x(x-3)=0.

Para que el producto de dos factores sea cero, alguno de ellos debe ser
cero; de donde:

x=0 o x=3.

Para encontrar las ordenadas correspondientes, sustituimos estos valores
en la ecuacién de la recta:

Y
4 Six=0,entonces: y=-x+1=0+1=1.
Six=3,entonces: y=-x+1=-3+1=-2,
3 : w La recta y la parabola se cortan en los puntos (0, 1) y (3,-2) (figura 5.30).
—4 4. Encontrar el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas de la

i parabola ( y- 4)2 =16(x +10) si uno de los extremos de las cuerdas es
Fgura 5.30 B(IS,—lﬁ).

Solucidn:
Sea A(x, y) un punto en la pardbola. Sus coordenadas satisfacen la ecuacion:

(y-4) =16(x+10).

Al despejar x obtenemos que:

(r-4)
16

=10,

de donde;
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Llamamos C al punto medio de la cuerda que une A({’I:}z - 10, y) ‘
con B(15,-16) de donde:

C[h}f—uwus y-us]_c[f%fw y-lﬁ]

2 " 2 2 2

Veamos si podemos determinar en qué curva se encuentran estos puntos.
Llamamos:

{7;:}2 + 5

Despejamos y de la segunda ecuacién:
y=2v+16

y sustituimos este valor en la primera ecuacién:
M St
2
(2v +12) +5(16)
2(16)
_2*(v+6)* +5(16)
- 2(16)

es decir,

que es una parabola con vértice en (-f: ,-6) yp=2.
El punto medio entre B(15,-16) y el vértice V(—10,4) de la pardbola 3t

original es:
15-10 -16+4 5
3 =|—,-6|,

de donde el vértice de la nueva parabola es el punto medio entre By V'y
su parametro p es la mitad del de la parabola original (figura 5.31). Figura 5.31

>
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Encuentra la ecuacion de la pardbola con los siguientes datos.

w
°
A

=]
W
(Y§)

1. Foco F(-3,-2); vértice V(=3,-5). 6. Foco F(5,1); directrizy+7 =0.

2. Foco F(4,-6); vértice V(2,-6). 7. Veértice V[S, %};directriz y=2,

3. Foco F(1,4); vértice V(0,4). 8. Vértice V(3,0); directrizx —10=0.
4. Foco F(-5,5); vértice V(-5,8). 9. Vértice V(—4,-1);foco F(-4,-3).
5. Foco F(0,-2); directriz x = 5. 10. Vértice V(1,6);foco F(10,6).

11. Encuentra la ecuacién de la pardbola vertical con vérticeen V(-1,-1)y
que pasa por el punto P(1,6).

12. Hallala ecuacion de la pardbola horizontal con vérticeen V| -1, l]yque
pasa por el punto P(3,2).

13. Dacon la ecuacién de la pardbola cuyo foco es F(-3,5), p = 2y eje para-
lelo al eje X.

14. Encuentra la ecuacién de la paribola cuyo foco es F(2,7), ancho focal 6
y eje paralelo al eje Y.

Encuentra el foco, el vértice y la directriz de cada una de las siguientes parabolas.

15. y' =8y —8x+64=0. 19. 12x* -72x+ y+78 =0,
16. x> +10x+2y+29=0. 20. 4x* +16x-3y+28=0
17. ¥" +2y+20x -39 =0. 21. ¥’ +10y-24x +49=0.
18. x" = y+7=0. 22, 4x" -48x- y+147 =0.

23. Encuentra la ecuacion del circulo de radio 5 con centro en el vértice de
la parabola cuyo foco es F(1,—1)y cuya directriz es la recta x = 3.

24. Hallala ecuacion general de la recta con pendiente m = =3 que pasa por
el foco de la pardbola con vértice V(=2,2) y directriz y = 1 = 0.

En cada caso, encuentra la interseccidn de la recta y la parabola.

25. Recta6x — y -2 =0;pardbolax’® +4x-y-5=0.

26. Rectax—6y—15=0;paribola y’ —x +9y-25=0.
27. Recta 11x =2y + 7 = 0; pardbola —x” +10x = y + 6 = 0.
28. Rectax— y—21=0;paribola-y’ —x +8y+21=0.
29. Rectax -2y +7 =0; pardbolax’ —10x -8y + 41=0.
30. Rectax+2y+9 =0;pardbolax’ +6x+4y+13=0.
31. Rectadx—7y+38=0; pardbolay’ -2x-4=0.

32. Rectax+ 2y +14 = 0;pardbola y* + x+ 16y + 63 = 0.

33. Encuentra los puntos de interseccién de la pardbola —y* +6x+18=0y
el circulo x* + y* =9 =0.

34. Una parébola tiene ecuacién y* +2x+ Ey+ F=0 y vértice V(%,-3),
encuentra los valores de Ey Fy la ecuacion estindar de la parabola.




Algunas aplicaciones de la parabola

Una propiedad importante de la parabola es la de reflexién, la cual consiste en que
asando una onda viaja paralela al eje de la parabola y choca con esta, entonces se
refleja hacia el foco y, de manera inversa, si del foco emana una onda, cuando esta
choca con la parabola, se refleja paralelamente al eje. Esta propiedad es demostrada
una vez que se caracteriza cual es la recta tangente a la parabola en un punto dado.

Gracias a esta propiedad es que se construyen faros, antenas y espejos con forma de
paraboloide. Por ejemplo, estamos muy acostumbrados a escuchar sobre las ante-
nas parabolicas.

La ecuacion de la recta tangente a la parabola se obtiene mediante procedi-
mientos de geometria analitica. En otros apartados, veremos que la trayectoria que
describe un proyectil es una parabola; asimismo, mostraremos que en un puente
colgante hay cables tendidos entre dos puntos, los cuales toman la forma parabé-
lica debido al peso que soportan. En caso de que este peso desapareciera, el cable
tomaria la forma de catenaria.

Antenas parabdlicas

Al girar una parabola alrededor de su eje de simetria, obtenemos una superficie de
revolucién llamada paraboloide.

Estas superficies tienen muchas aplicaciones, principalmente en éptica y elec-
trénica, ya que si un rayo de luz paralelo al eje choca contra el paraboloide, entonces
se refleja hacia su foco, e inversamente, si un rayo sale del foco y choca contra el
paraboloide, entonces se refleja en la direccién de su eje (figura 5.32).

Esta propiedad, conocida como la propiedad de reflexién o propiedad dptica de
la parabola, tiene muchas aplicaciones; por ejemplo, en los faros de los automaviles,
las antenas parabélicas, los telescopios, los micréfonos direccionales, etcétera.

1. Una antena parabélica tiene didametro de 1 metro. Si tiene una profundi-
dad de 20 centimetros, ja qué altura debemos colocar el receptor?; es de-
cir, ;a qué distancia esta el foco del vértice?

Solucién:

Colocamos los ejes cartesianos de manera que el vértice de la parabola
esté en el origen y su eje coincida con el eje Y. Entonces la ecuacion de la
parabola es:

2

x"=4py.

Debemos determinar el valor de p, que es la distancia del foco al vértice.
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.

Un paraboloide se obtiene )
al girar una parabola
alrededor de su eje de
simetria. Si lo cortamos con
planos que contienen el

eje de simetria, obtenemos
parabolas que comparten

el foco y el vértice.

Figura 532

—

Antena parabdlica. |

William Hutchinson )
construyo (en 1752) el
primer reflector parabdlico
de un faro de mar.

Una leyenda cuenta que )
Arquimedes construyd
espejos parabolicos

para incendiar las velas

de |as naves romanas

que querian conquistar
Siracusa.
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Agura 5.33
Una cocina solar es un :']

paraboloide de aluminio
ode algtin material
altamente reflejante. En

el foco del paraboloide,
donde se concentra el
calor, hay una parrilla para
poder colocar la olla con

la comida, esta parrilla se
sostiene con unavarillaque
tiene la longitud del lado
recto. Estas estufas pueden
alcanzar temperaturas de
300°C dependiendo del
tamano del paraboloide.
Este tipo de estufas se
utilizan en zonas rurales de
India y de Africa.

Cocina solar. T
o

Como el diametro de la antena es de un metro y esta tiene una profundi-
dad de 20 centimetros, los puntos (0.5,0.2) y (-0.5,0.2) estén en la para-
bola. Sustituimos (0.5,0.2) en la ecuacién de la paribola y despejamos p:
(0.5)" = 4p(0.2)
025=0.8p
p =0.3125,

por lo que las coordenadas del foco son F(0,0.3125), asi que debemos colo-
car el receptor a una altura de 31.25 centimetros sobre el vértice (figura 5.33).

2. En una cocina solar la fuente de calor se encuentra 30 cm por encima del
fondo del paraboloide. ;Cudnto debe medir la varilla que sostiene la parrilla?

Solucién:

Colocamos los ejes cartesianos de manera que el vértice de la parabola
esté en el origen y su eje coincida con el eje X. Entonces la ecuacion de la
parabola es:

y' =4px.
Debemos determinar el valor de p, que es la distancia del foco al vértice.
Como la fuente de calor se encuentra a 30 cm del fondo del paraboloide,
entonces el foco es F(30,0), de donde:

p=30.

Como la varilla que sostiene la parrilla estd sobre el lado recto de la pard-
bola, la varilla es igual al lado recto, es decir,

4p=14(30)=120.
Por tanto, la varilla mide 120 cm, o sea, 1.20 metros.

3. jQué relacién debe haber entre la profundidad hy el ancho a de una an-
tena parabélica para que el receptor se encuentre:

a. Dentro de la antena.
b. Fuera de la antena.

Solucién:

Supongamos que colocamos la antena con vértice en el origen y que su
eje de simetria coincide con el eje Y. Como el ancho de la antena es g,
entonces del origen al extremo de la antena hay 3 (figura 5.34).

La ecuacién de la parabola es:

x* = 4py.
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El punto (—g ; h) esta en la pardbola, entonces:

az

? = 4?-“!, }:n
de donde;
S . -
16h -4 £ X

Fgura 5.34

Como el foco es F(0,p) entonces:

a. Si el foco esta dentro de la antena,

p<h,
de donde:
2
a
—<h
16h
a’ <16k’
a’ -16h" <0

(a-4h)(a+4h)<0.

Para que el producto de dos factores sea negativo, deben tener signos
opuestos y como a + 4h >0, entonces:

a-4h <0
de donde:
a <4h.

Por tanto, para que el foco se encuentre dentro de la antena, el ancho
de esta debe ser menor que cuatro veces su profundidad.

b. Si el foco esta fuera de la antena,
p>h
de donde:
(a-4h)(a+4h)>0.

Para que el producto de dos factores sea positivo, deben tener signos
iguales y como a + 4h > 0, entonces:

a-4h>0,
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Determinar donde esta ) de donde:
colocado el receptor de
ondas en un paraboloide

de revolucién equivale a a>4h.
determinar el foco de la -
pardbola que lo genera. Por tanto, para que el foco de la antena se encuentre fuera de esta el

ancho debe ser mayor que cuatro veces su profundidad.

Puentes colgantes

Si un cable carga un peso homogéneo mucho mayor que el peso del propio cable,
este toma la forma de una parabola (figura 5.35).

I

Prndsco, e, Esta propiedad se utiliza en puentes colgantes, como el Golden Gate de San Francisco,
Estados Unidos, mostrado en la fotografia.

Figura 5.35

Puente Golden Gate, 5an

= 1. Si las torres de un puente colgante tienen una separaciéon de 400 metros y
los cables estan atados a ellas a 200 metros por arriba del piso del puente,
iqué longitud debe tener el puntal que esta a 50 metros de la torre iz-
quierda? Supongamos que el cable toca el piso en el punto medio ubi-
cado entre |as dos torres.

Solucién:

Si escogemos el sistema de coordenadas con origen en V que sugiere la fi-
gura 5.36, tenemos que la ecuacion de la pardbola es x* = 4 py. Debemos
encontrar p.Como el punto (200,200) est4 en la paribola, resolvemos:

§ 200* = 4p(200),
=
|
n y obtenemos que p = 50, Asi, la ecuacion de la parabola es:
v
— x" =200y.
50
400 metros

oura 5.36
Hgura 5.36 N
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Ahora queremos encontrar la segunda coordenada del punto de la para- Cuando un cable cuelga )

bola cuya primera coordenada es x = -150. por su propio peso toma la
formade unacatenariay
no de una parabola.

Resolvemos:
(-150)° =200y
y obtenemos:
225
=——=1125.
Y 2

Asi, la altura del puntal que estd a 50 metrosde la torreesde 112.5 m.

H arco de San Luis, Missoun

L ] . 2
! €5 una catenana invertida.

Tiro parabolico

La trayectoria de un proyectil lanzado desde el nivel del suelo describe una parabola
que abre hacia abajo (figura 5.37).

Y A

.
o

X

Figura 5.37

Esta propiedad fue descubierta por Galileo y publicada en 1632 en su libro Did-
logos sobre los dos mdximos sistemas cel muncdlo.

= 1. Desde el origen de coordenadas, un jugador de béisbol lanza una pelota
que sigue la trayectoria descrita por la pardbola 3x” — 240x + 160y = 0.
Considerando que las unidades son metros, ;cual es la altura maxima al-
canzada por la pelota y a qué distancia cae esta del jugador?

Solucidn: E agua que sale de una
Llevamos la ecuaci6n de la parabola a la forma estdndar para conocer sus manguera o de una fuente
elementos Prindpales. describe upa pardbola a
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4 i i -

0 20 40 60 8 X

Figura 538

Para encontar el punto en )
= que un proyectil alcanza

su maxima altura, debe
determinarse el vértice de

la pardbola que describe.

3x* = 240x + 160y =0 1
B{xz - Bﬂx)= -160y

(:c-di(})2 =-?y+1600

(- 40)' =4 (%}(y- 30).

La parabola abre hacia abajo y tiene su vértice en (40, 30), asi que la
altura maxima alcanzada es de 30 m. El origen (0, 0) satisface la ecua-
cién de la parabola. El punto en el que cae la pelota es el otro punto
donde la parabola corta el eje X.

Por la simetria de la figura, como la primera coordenada del vértice
es 40, el punto donde cae la pelota es (80,0) (figura 5.38).

También podriamos haber encontrado este dato sustituyendo y =0
en la ecuacién de la parabola y resolviendo la ecuacion resultante:

2 3x* +240x =0

3x(x-80)=0,

cuyas solucionesson x =0y x = 80.

Arquitectura

Podemos encontrar arcos parabélicos en distintos tipos
de construcciones, como son ventanas, puertas, puentes,
etcétera.

Antonio Gaudi (1852-1926), arquitecto catalan de fama
internacional, utilizé arcos parabdlicos en muchas de sus
obras. En el Colegio de Santa Teresa disefi6 un sistema de
corredores con arcos parabdlicos que permiten aprove-
char laluzsolar y distribuirla hacia los patios interiores. En-

Corredores interiores del Coleglo de tre sus obras mas conocidas se encuentra el parque Giiell

Santa Teresa, Barcelona,

J en Barcelona y la iglesia de la Sagrada Familia, esta Gltima

no la concluyé.

También se utilizan las parabolas en el disefio de cor-
tinas de presas ya que su forma es eficiente para contener
la presién del agua.

En las fotografias se muestra uno de los corredores di-
sefiados por Gaudi y la presa Vistahermosa en Oaxaca,
México.

Presa Vistahermosa, Oaxaca, México; cortesia del programa

‘Agua para slempre’, de Altermativas y Procesos de
Participacion Social, A. C.
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1. Un puente tiene forma de arco parabélico. Tiene una extension de 20 metros
y unaaltura méaxima de 2.5 metros. Determinar la ecuacion de la parabola
que genera este arco.

Solucién:
Consideramos una parabola con vértice en el origen y que abre hacia aba-
jo. Entonces su ecuacion es de la forma:

2 =‘-4Py.

Los extremos del arco tienen coordenadas (10,-2.5) y (=10,—2.5). Susti-
tuimos cualquiera de estos puntos en la ecuacion para obtener p:

100 = -4p(-2.5)
100
10 7 y
10=p S T N S
Por tanto, la ecuacién buscada es (figura 5.39): 4% l
x2 = ‘4( lﬂ}y' Fgura 5.39

1. Un puente tiene una longitud de 160 metros. El cable que lo soporta tiene la
forma de una parabola. Si el puntal ubicado en cada uno de los extremos tiene
unaaltura de 25 metros, jcual es la ecuacién de la pardbola?

2. Enun puente colgante, la distancia entre sus torres es de 300 metros vy la al-
tura de las torres es de 100 metros. Describe la ecuacién de la parabola for-
mada por el cable que soporta el puente.

3. Con los datos del problema anterior, encuentra la altura del puntal que se
encuentra a 50 metros del centro del puente.

4. H cable de un puente colgante esté dado por la ecuacién x* = 400 y. Si los
postes del puente tienen una altura de 50 metros, ;cual es la longitud del
puente?

5. Con losdatos del problema anterior, determina la longitud del puntal que se
encuentra a 100 metros del centro del puente.

6. En un puente colgante, la distancia entre sus torres es de 200 metros y la al-
tura de las torres es de 100 metros. Da la ecuacion de la parabola que des-
cribe el cable que soporta el puente.

7. Con los datos del problema anterior, encuentra a qué distancia del centro
esta un puntal de 50 metros de longitud.

8. Un disefiador de automoviles desea disefiar un faro que tenga 16 centime-
tros de didmetro. La bombilla que va a utilizar en él tiene el filamento a 2
centimetros del cuello. ;Qué profundidad debe tener el faro para que el fila-
mento quede en el foco del faro si el cuello de la bombilla se coloca a la al-
tura del vértice del faro? o

vy
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9.

10.

11.

12

13.

Como el faro del ejercicio anterior resulta demasiado profundo, el dise-
fador decide recortarlo 2 centimetros de manera que la profundidad
sea de 6 centimetros. ;Cual sera el didmetro del nuevo diseiio de faro?
La antena de un radiotelescopio en forma de paraboloide tiene un dia-
metro de 8 metros. Si la profundidad de la antena es de 0.5 metros, ;a
qué distancia del vértice debe colocarse el receptor?

Una antena parabdlica para television tiene un didmetro de 1 metro y
su receptor esta colocado 25 centimetros por arriba de su vértice. ;Qué
profundidad tiene la antena?

Con un receptor mas potente, es posible reducir a la mitad el diametro
de la antena parabolica del problema anterior. Si se coloca el receptor
igual que antes, ;cudl serd la profundidad de la nueva antena?

Un nifio acciona un juguete que dispara un proyectil. El proyectil describe
en el aire una trayectoria parabélica con ecuacion h(t)=—4t" +16t,
donde t es el tiempo en segundos y h[r} es|aaltura que alcanza el pro-
yectil, expresada en metros. ;Cuantos segundos han pasado desde el lan-
zamiento hasta que el proyectil alcanza su altura maxima? ;Cual es la
altura maxima que alcanza el proyectil?

14. Juan se encuentra en la cima de una colina y dispara un dardo con una

15.

16.

17.

18.

pistola. La trayectoria que sigue el dardo esta dada por la ecuacién
h(t)=—-1¢ +10t + 8, donde t es el tiempo en segundos y h(t) es la
altura que alcanza el dardo. ;Cual es la altura maxima que alcanza el
dardo? ;Cuantos segundos después del disparo el dardo toca el suelo?
Un proyectil es lanzado desde el nivel del suelo y sigue |a trayectoria pa-
rabélica (x - 3)" = y - 9; las unidades estan dadas en kilémetros. ;Cuil
sera la altura maxima del proyectil y a qué distancia del cafién caera?
Una bala disparada desde el nivel del suelo sigue la trayectoria parabo-
lica x* = 100x + 25y = 0. ;Cudl sera la altura maxima del proyectil y a
qué distancia del tirador caera si la distancia se expresa en metros?

Un artillero atina a un objetivo que estd a 500 metros de sucanén. El cafion
esta en el origen de coordenadas. Encuentra la ecuacién de la pardbola que
describi6 su disparo si este alcanzoé una altura méaxima de 100 metros.

Un puente con forma de arco parabélico tiene una extension de 10 me-
tros y una altura de 1.25 metros. Determina la ecuacién de la parabola
que genera este arco.

Agura 540

Las funciones cuadraticas y las parabolas

Un agricultor tiene 100 metros de alambrada. ;Cuanto miden los lados del

rectangulo que puede formar con ella para limitar la maxima area posible?
(Figura 5.40.)

Solucidn:
Llamemos x a la base del rectanguloy h a su altura. El drea del rectangulo es:

A =xh.




El perimetro del rectangulo debe ser de 100 metros:
2x+2h=100.
Si despejamos h de esta Gltima ecuacién:
h=50-x
y la sustituimos en la formula del 4rea, obtenemos:
A= x(50 - x)=50x - x’;
es decir, el drea depende de x. Entonces podemos escribir:
A(x)=50x-x".
La grafica de esta funcién es la curva:
y=50x-x".

Al completar el cuadrado del lado derecho, obtenemos:
y=-25"=—(x-25)"

-(y-625)=(x-25),
que es una parabola que abre hacia abajo con vértice en (25,625). Por lo
que la funcién alcanza su méaximo en el vértice de la parabola; es decir,
aiando x = 25, Para este valor de la base, la altura mide:

h=50-25=25;
es decir, se trata de un cuadrado y su drea es de 625 m?” (figura 5.41).
Una funcién de la forma:
f(x)=ax*+bx+c, cona=0

se denomina funcién cuadrdtica. Su grafica es la parabola vertical:

(y=ax”+bx+c.)

Cuando b = ¢ =0, se trata de la parabola:

y=ax’

Y 4
600 T
500 T
400 1
300 1
200 ¢+
100 1,
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(5.11)

que tiene su vértice en el origen. Si a > 0, la parabola abre hacia arriba; si a < 0, hacia abajo.
Para encontrar el vértice de la parabola (5.11) escribimos la ecuacion de la para-

bola en su forma estandar.

10

20 0 4 S X

FAgura 5.41
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Completamos el cuadrado del lado derecho:

-C 2
=X+ —
a 4ad Za)
y —4dac+b’ b\
<4 — = |x+—
) a 4q 2g
Una funcién del tipo 2 2
f(x)=ax’+bx+ccon L y- dac-b = |x- ‘---E
a=0,esllamadauna a 4q 2a '

funcidn cuadrética. Su
grafica es una parabola

vsriical El coeficiente | indica que la parabola abre hacia arriba cuando a >0 y hacia

abajo cuando a < 0.
El vértice de la parabola es:

[v[-%f”i‘bz].}
&g -4 (5.12)

En la practica, para encontrar la segunda coordenada del vértice, suele ser mas
facil evaluar la ecuacién (5.10) en — % que recordar la expresién (5.12).

1. Dibujar la pardbola y = 2x* — 4x + 3y encontrar el vértice.

Solucién:
La parabola tiene la forma de (5.11) con a = 2, b = -4, ¢ = 3. De acuerdo
con (5.12), la primera coordenada del vértice es:

para encontrar la segunda coordenada, sustituimos x =1 en la ecuacion
de la parabola:

y=2(1) -4(1)+3=1,
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L
asi que el vértice es V(1,1), 0 bien podemos obtener las coordenadas del

vértice de la siguiente manera:
y=2x"-4x+3
y-3= 2(;»;:2 - Zx)

yT“a+1=x2--2x+l

y-—1=2(x«—1)2.

Como a =2>0, la parabola abre hacia arriba y el vértice es el punto mas
bajo de ella.
Paradibujarla conviene hacer una tabla con algunos de sus puntos:

[

Observamos que como la parabola es simétrica con respecto a la vertical
que pasa por el vértice, el valor de y para x = 0y x = 2 es el mismo, ya que
0y 2distan lo mismo de 1. Pasa igual con —1 y 3y con =2y 4 (figura 5.42).

[

5 s
2. Un fabricante de juguetes vende cochecitos. Sabe que con un precio uni-
tario de $20 venderia 10000 cochecitos en la temporada navidefa, pero e
desea aumentar el precio. Por cada peso que aumente el precio, las ventas 2124 X
se reduciran en 400 cochecitos. ;Qué precio les debe asignar para que sus Figura 5.42

ingresos sean maximos?

Solucion:

Llamamos x al precio de un cochecito eI alafuncidn ingreso. El ingreso es
igual al producto de los cochecitos vendidos por su precio, es decir:

I(x)=xv(x),

donde v(x) es el niimero de cochecitos que se venden al precio x.
Si el precio es de $21, entonces logran venderse:

v(21) =10 000 - 400.
Si el precio es de $22, el fabricante vende;
v(22) =10 000 - 400(2 ) = 10000 - 400(22 - 20),
en general,

v(x)=10000- 400(x - 20),
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Hay problemas en que
hay que encontrar el valor
méaximo o minimo de

una cantidad. Cuando su
planteamiento nos llevaa
que debemos encontrar
&| maximo o minimo valor
de una funcion cuadratica
f(x)=ax"+bx +c,con
a= 0, entonces lo que
debemos hacer es
encontar la coordenada y
del vértice de su grafica.

asi que
I(x) = x(10 000 - 400(x - 20)) = ~400x” + 18 000x.
La parabola:
y=-400x" + 18 000x

abre hacia abajo y su punto mas alto es su vértice.
Al completar los cuadrados:

y =-400x" +18 000x
y= -400(3:2 -45x)

2 2
L+[£] =xz-45x+[£)
=400 | 2 2

2
y-202500=-400{x«-%5] y

encontramos las coordenadas del vértice:

v (22.5,202 500),

asi que el precio con el que se alcanza un ingreso maximo es de $22.50,
con lo que obtenemos un ingreso de:

-400(22.5)" +18000(22.5) = $202500.

Ejercicios

1. Halla las dimensiones que debe tener un rectangulo para que su perime-
tro sea igual a 7 centimetros y su area sea maxima.

2, Encuentra un nimero positivo tal que el producto de dicho nimero por el
nimero que resulta de restarle dos unidades al niimero dado sea minimo.

3. La suma del doble de un nliimero mas otro es igual a 8. Encuentra los n(-
meros si el doble de su producto debe ser maximo.

4. Encuentra el niimero x cuya mitad menos la cuarta parte de su cuadrado
sea maxima.

5. Los catetos de un triangulo rectangulo suman 50. Encuentra las dimen-
siones del tridngulo que hagan que el cuadrado de su hipotenusa sea
minima.

6. La ganancia obtenida por un comerciante al vender x cepillos esta dada
por g(x)=—x" +1000x - 242000. Encuentra el niimero de cepillos que
debe vender el comerciante para obtener la mayor ganancia. ;Cuél es la
ganancia obtenida en ese caso?
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7. Encuentra dos nlimeros cuya diferencia sea 5y sean tales que el cuadrado
del mayor menos el doble del cuadrado del menor sea maximo.

8. Localiza las coordenadas del punto Q ubicado sobrelarectay=32x-6
tal que el cuadrado de la distancia de Q al punto P(—6,2) sea minimo.

u
=i
A

=]
@
(58]

Desigualdades y la parabola

Dibuja la region del plano determinada por la desigualdad {y — 6']1 <4(x+2).

Solucién:
Primero dibujamos la parabola {y-— 6}2 =4(x+2).

Como la variable yestd al cuadrado, se trata de una parabola horizontal; el signo
del coeficiente de (x +2) indica que la pardbola abre hacia la derecha. Su vértice es
V(=2,6). Como p =1, el foco es F(-1,6) y su lado recto mide 4.

La parabola divide el plano en tres conjuntos:

» El delos puntos que estan en la parabola.

b El de los puntos que estan a la derecha de la parébola (dentro de la parabola).

» Eldelos puntos que estin a la izquierda de la pardbola (fuera de la pardbola).

Consideremos ahora cualquier punto P(x,y) que esté dentro de la parabola. Si
trazamos una recta horizontal por P, corta la parabola en un punto Q(x,, y}.

Puesto que Q esta en la parabola,

{()’—6}2 =4{x, +2).:| (5.13)

En la figura 5.43, tenemos:

X, <X,

entonces,

X, +2<x+2
4(x, +2)<4(x+2),

y por medio de (5.13), obtenemos:
(y-6) <4(x+2),

asi quelos puntos que estan dentro de la parabola satisfacen la desigualdad deseada
(figura 5.44).

Observacion: B ‘ > & & ¢/ X
Con el mismo argumento, podemos ver que los puntos que estan fuera de la parabola (la
parte no sombreada del plano sin incluir la parabola) satisfacen la desigualdad contraria: Figura 5.44

(y-6) >4(x+2).
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Una parédbola divide el plano en tres conjuntos:

b El de los puntos que estan dentro de la parabola (figura 5.45).
b El de los puntos que estin sobre la pardbola (figura 5.46).

» El de los puntos que estan fuera de la parabola (figura 5.47).

Y Y.ﬂ. Y\.

Y

\X \X \X
dentro en

fuera

Figura 545 Figura 5.46 Figura 5.47

Primero consideremos una parabola horizontal que abre hacia la derecha, es de-
cir, con ecuacién:

(y=k) = 4p(x-h).

Los puntos que estin en la parabola son los que satisfacen la igualdad.
Ahora veamos lo que pasa con los puntos que no estdn en ella. Tomemos un
punto P(x,y) dentro de la paribola como muestra la figura 5.48:

Y 4

Fgura 548

Trazamos una paralela al eje X que pase por el punto P. Esta recta corta la para-
bola en el punto Q(x, s y) que tiene la misma segunda coordenada que P.Como el
punto Q estd en la parabola, entonces satisface la ecuacién:

[()’“k)z =4p(x, ‘“h}:j' (5.14)

ahora,

X <X
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ya que x, estd a la izquierda de x. Al sumar el niimero —h a ambos lados de la des-
igualdad, obtenemos:

x,-h<x-h,
multiplicamos por 4p, y la desigualdad no se altera, ya que 4p es positivo:
ap(x, —h)<4p(x-h);

si combinamos lo anterior con (5.14), obtenemos que los puntos que estan dentro
de la parabola satisfacen:

(y-k) <4p(x-h)

y, mediante un argumento similar, podemos ver que los puntos que estan fuera de
la parabola satisfacen:

(y-k) >4p(x-h).
Analicemos ahora una pardbola cuya ecuacion sea (figura 5.49):
((y-k}z =—4P(x-h)J (5.15)

Tomamos nuevamente un punto P(x,y) dentro de la parabola y construimos
Q[x, ' y} en la parabola, como se ve en la figura 5.49. Ahora tenemos:

[

]
I'
n
]
]
]
%, X

Fgura 5.49

XX
Si sumamos —h a ambos lados de la desigualdad, obtenemos:
x-h<x -h
Al multiplicar la desigualdad por —4p, esta cambia de sentido por ser —4p negativo:
~4p(x—h)>—4p(x, —h),

al combinar esta Gltima desigualdad con (5.15), observamos que los puntos que
estan dentro de la parabola satisfacen:

(y-k)' <-4p(x—h).

Es decir, como en el caso anterior, el miembro cuadratico es menor que el término lineal.
Los casos de las parabolas verticales se analizan de manera similar, intercambian-
do los papelesde x y y.
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En resumen:
» Un punto P(x,y) esta en la parabola si satisface:

(y=k) =+ap(x-h) o(x-h)" =x4p(y-k), donde p >0,

seglin sea el tipo de parabola.
» Un punto P(x,y) esta dentro de la parabola si satisface la desigualdad:

2
(y=k) <+4p(x-h)o(x~h) <=xdp(y-k),dondep>0,
Una parabola divide en )
tres conjuntos los puntos
del plano: 1) los que estan

segln sea el tipo de parabola. Es decir, el miembro al cuadrado es menor que
el miembro lineal.

en la parabola, » Un punto P(x,y) esté fuera de la parabola si satisface la desigualdad:
2} los que estan dentro de
la pardbola, por ejemplo (y-k) >=4p(x-h)o(x-h) >=z4p(y-k), donde p>0,

el foco y 3) los que estan
fuera de la pardbola, por

ejemplo todos los puntos segln sea el tipo de parabola. Es decir, el miembro al cuadrado es mayor que

de ladirectriz. el miembro lineal.
~
1. Describir los conjuntos de puntos determinados por la parabola
2 —
E Yy +8x+6y-7=0.
[TT]

¥
\ Soludén:
Escribimos la ecuacion en la forma estandar (figura 5.50):

—_—
-15 -10 -5 X
51 Yy 46y =-8x+7

Y +6y+9=-8x+7+9
(y+ 3}z =-8(x-2).

151

Fgura 5.50

La pardbola tiene vértice en V(2,-3), es horizontal y abre hacia la izquierda.
Los puntos que estan en la parabola satisfacen la ecuacion:

(;p-r+3)2 =-8(x—2),

los puntos que estan dentro de la parabola, en este caso, a la izquierda de
la parabola, satisfacen la desigualdad:

(y+3)" <-8(x-2),

y los puntos que estan fuera de la parabola, es decir, a la derecha de ella,
satisfacen:

(y+3) >-8(x-2).




2. Graficar los conjuntos determinados por la parabola
x* =10x =10y - 35= 0 y describirlos analiticamente.

Solucion:
Escribimos la ecuacién en la forma estandar:

¥ -10x-10y-35=0
x*=10x+25-25-10y-35=0
(x=5) -10y-60=0
(x=5) -10(y+6)=0

(x-5) =10(y +6)

(x-5) = 4(;](y+6).

Se trata de la parabola vertical que abre hacia arriba, con vértice en
V(5,—6) y parametro p=3.
Los puntos que estén en la parabola satisfacen la ecuacién:

(x-5)"=10(y+6).
Y A
10 1

51

-10 —5\ 5 10/ 15 x
-5

Fgura 5.51
Los puntos que estan dentro de la parabola, satisfacen la desigualdad:
(x-5)" <10(y+6),

Y

10

Figura 5.52
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Ejemplos

—4 4\'{

Figura 554

Los tres conjuntos en que )
una parabola divide el planc
se pueden caracterizar
algebraicamente por

medio de una ecuacidn

(los de la parabola) o una
desigualdad (interior y
exterior de la pardbola).

y los puntos que estan fuera de la parabola satisfacen la desigualdad:
(x=5)">10(y +6).
Y i

10 1

_10 —'5\ 5 10/ 15 x
5

Figura 5.53

3. Graficar la regién que se encuentra dentro de la pardbola x* - y+2 =0

y delcirculo x* + y* = 36 = 0 y arriba de la recta x + ¥ — 4 = 0. Escribir las
desigualdades que satisfacen los puntos que estan en dicha region.

Solucién:
Escribimos la ecuacion de la parabola en la forma estandar:

y vemos que la parabola es vertical y abre hacia arriba.
Escribimos la ecuacion del circulo en la forma:

x* +y* =36.
Escribimos la ecuacién de |a recta en la forma pendiente-ordenada al origen:
y==x+4.
Entonces las desigualdades que describen la region (figura 5.54) son:

x4+ y' <36
y>=x+4

% <y-=2.
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1. Grafica la regién quese encuentra dentro deloscirculosx* + y* —4x =0

yx'+y’ +8y-9=0 ydelapardbola x* + 2y = 0 y escribe las desigual-
dades que satisfacen simultdneamente los puntos de dicha regién.

2. Grafica la region que se encuentra dentro de la parabola

¥y’ =12y + 2x + 46 =0 y sobre la recta con pendiente 1 que pasa por el
punto (~7,4). Escribe las desigualdades correspondientes.
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7.

9.

10.

11.

Grafica la region determinada simultineamente por las siguientes des-
igualdades:

y>6(x-1) +4
y+2x-3>0
X'+ y-2x-2y-34<0.

Grafica la regién que se encuentra dentro de la pardbola y* - 2x =0,
fuera del circulo con centro en (4,0) de radio 4y arriba de |a recta deter-
minada por los puntos (8,4) y (5,0). Escribe las desigualdades correspon-
dientes.

Grafica la regién que se encuentra fuera de la parabola

y' =2x -6y +5=0 ydentro de la pardbola 3y +4x =30y +67 = 0.
Escribe las desigualdades correspondientes.

Grafica la regién que se encuentra fuera del circulo

x*+ y* +2x =16y + 29 = 0,dentro de la paribola

¥y +12x -4y +16 = 0 ydel circulo x* + y* + 2x + 18 y + 18 = 0. Escribe
la ecuacién de la recta que pasa por los centros de ambos circulos y el
vértice de la parabola.

Grafica |a regién que se encuentra dentro del circulo x* + y* = 4, arriba
de la recta 5x = y+2=0 y dentro de la paribola 8x” - y +2=0. Es-
cribe las desigualdades correspondientes.

Escribe las desigualdades que determinan la siguiente regién:
Y4
6 4
P(-2,4) \ 41 5
2 -
(32)
b 3 Na 4 6 X

Figura 5,55

Grafica la regién que se encuentra dentro de las parabolas

¥y =2x-12y+4=0y x" +6x-10y-31=0 y fuera de la pardbola
x” +8x=7y+65=0.Escribe las desigualdades correspondientes.
Grafica la regién que se encuentra dentro de x” —2x-8y+17 =0,
abajo delarectax -2y +3=0ydentrode x’ +y* -6x -6y +13=0.
Escribe las desigualdades correspondientes.

Grafica la region que se encuentra fuera de y* +16x-10y+73=0y
de y*-16x-10y+9=0 ydentro de ¥y’ —4x-10y + 1= 0. Escribe las
desigualdades correspondientes.

la pardbola 247 )
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Unarecta { es tangente a )
una parabola silacortaen
solo un punto (punto de
tangencia) y todos sus otros

puntos estan en el exterior

de |a pardbola.

E‘f

A

\

Figura 5.59

La recta tangente a la parabola

Recordemos que en el apartado de la tangente a un circulo dijimos que una recta ¢
es tangente a una conica en un punto Psicorta la conica Ginicamente en Py todoslos
demds puntos de £ estin en una misma de las regiones determinadas por la conica.

En la figura 5.56, la recta corta la pardbola en dos puntos; en la figura 5.57, en un
punto, pero tiene una parte dentro y otra fuera de |a parabola. En cambio, en la figura
5.58, la recta toca la parabola en un solo punto y el resto de sus puntos siempre estan
fuera de ella. Asi, Ginicamente en este tercer caso la recta es tangente a la parabola.

Y Y A Y 4

Figura 5.60

™y

Figura 5.56 Figura 5.57 Figura 5.58

El siguiente resultado nos permitira encontrar la ecuacion de la recta tangente a
una parabola en un punto.
Dado un punto Pen la parabola:

(516)

la bisectriz del angulo RPF formado por la recta FP, que une el foco Fcon P,y la

recta horizontal RP (figura 5.59) es la recta tangente a la pardbola en el punto P.
En la figura 5.59, £ es la directriz de la pardbola; £, la bisectriz del dngulo RPF; R,

el punto donde la recta horizontal que pasa por P corta la directriz, y puesto que:

d(P,R)=d(p,F),

tenemos que el tridngulo RPF es isésceles y, por tanto, £’ es la mediatriz de RF.
Asi, para cualquier Q de ¢’ (figura 5.60), tenemos:

d(Q,R)=d(Q,F),

pero si Q# P, entonces la distancia de Q a la directriz es menor que la distancia de
QaR asique

d(Q, ) <d(Q,R),
luego,
d(Q,0) < d(Q,F)
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¥, por tanto, Q esta fuera de la parabola. Como esto pasa para todo punto Q#P  Laecuacion de larecta )
de la bisectriz £, entonces £’ es la recta tangente a la parabola en P,con lo que el tangente auna pardbola
teorema queda demostrado horizontal con vértice

. V(0,0 t
Entonces, para encontrar la ecuacién de la recta tangente a la parabola: g ]E : 5(‘: Pt;"]“i

y—y, = (x-x)

y' =4px i
En el vértice V(0,0) la
en el punto P, lo que debemos hacer es encontrar la ecuacién de la bisectriz del ~ @ngenteeseleje It
angulo formado por la recta FPy la recta horizontal RP;donde R es el punto en el
que la recta horizontal que pasa por P corta la directriz.

Tangente a una pardbola horizontal con vértice en el origen

La ecuacién de la recta tangente a la parabola: Pensamient
2 critic
y =4px, conp>0, El punto P(9,6) pertenece
a la pardbola horizontal
en un punto P(xp b4 }de la parabola, distinto del vértice, es: y* = 4x.Elfoco de
esta es F(1,0). Larecta
&= s perpendicular a PF
[)’ h= (x x )] Gl que pasa por Fcortala
( 2 ) directriz en Q{-l,g). iQué

propiedad tiene la recta PQ
En el vértice, la recta tangente es el eje Y, el cual tiene por ecuacién x = 0. respecto ala parabola?

1. Encontrar laecuacién dela recta tangentea la pardbola y* = 8x que pasa
por el punto Q(2,4) (figura 5.61).

Y
J/)

2
%2 2 4 X

-2

-4

-6

Figura 5.61

Solucién:
Si sustituimos las coordenadas de Q en la ecuacién (5.17) y simplificamos,
obtenemos:

y-4= 5 (x-2)

x-y+2=0.
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La ecuacién de larecta
tangente a la parabola
vertical con vértice V(0,0), en
su punto (x,, y,) = (0, 0),

2y x
esy-ph=—"-lx-x)

X, '
En el vértice V(0,0) la
tangente es el eje X.

) Tangente a una pardbola vertical con vértice en el origen

La recta tangente a una pardbola vertical con vértice en el origen en un punto

Q(x;, ¥, ) es:
iy i,
[y y] xl (x xl}']

(5.18)

(=]
1. Encontrar la ecuacién de la rectatangente a la parabola 3x” + y = 0 en el
_E punto Q(1,-3) (figura 5.62).
(0]
Solucién:
Como la variable que esta elevada al cuadrado es x la parabola es vertical;
la ecuacidn de la recta tangente tiene la forma (5.18), y si sustituimos las
wordenadas de Q en esta ecuacion, obtenemos:
2
Y= h (JC =X,
xl
2(-3
y=(-3)= 2 )
y+3=-6 (x - l),
al simplificar, obtenemos:
Fgura 5.62 6x+y-3=0.
J
Pe nfsa'mie nt Tangente a una pardbola con vértice en V(h,k)
CriticC . .
Ahora veamos como encontrar la ecuacion de la recta tangente a la pardbola hori-
Las tangentesen P(2,1) yel

vértice V(0,0) a la pardbola
vertical x* = 4y se cortan
en el punto Q(1,0). El foco
de la pardbolaes F(0,1).
{Como es larecta QF que
une Qcon el foco F?

zontal con vértice en V(h, k).
Trasladamos los ejes para que el origen quede en V mediante la sustitucién:

(x'=x-—-h y y'=y—k.) (5.19)
Las coordenadas de Q con respecto a los huevos ejes son:
(x;:xl-h Y y;:yl_k') (5.20)

Como la parabola es horizontal, entonces por (5.17) la ecuacion de la recta tan-
gente en el nuevo sistema es:

f

yr""ylr= zy_;;{xr" xlr)'



Al sustituir x', ', x/, ¥/ de acuerdo con (5.19) y (5.20), obtenemos que la recta
tangente a la parabola horizontal en Q(x,, y, ) es:

y Tk
y y,—z{xl_h)(x %),

donde Q(x,, y,) es el punto de tangencia y V(h,k) es el vértice de la parabola.
Andlogamente, la ecuacion de la recta tangentea la parabola vertical con vértice
en V(h,k) en el punto Q(x,, v,) es:

= 2n=k) k}(x -x,).

= xl-h

(5.21)

1. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la parabola
y* =10y -8x+9=0 en el punto Q(-%,7).

Solucién:
Escribimos la ecuacion de la parabola en la forma estandar:

y =10y -8x+9=0
y2-10y=8x—9
(y-5) =8x-9+25
(y-5) =8x+16
(y-5) =8(x+2).

Observamos que la paribola es horizontal y su vértice es V(-2, 5), asi que
la ecuacion de la recta tangenteen Q(- 2,7 ) es:

'? - l X+ 2 .
e (M 2)
después de simplificar, obtenemos (figura 5.63):
2x-y+10=0
Y 4

10

Q
5

Ls

=/{ = i
‘,).q\

Figura 563 N
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La ecuacién de la recta )
tangente a la pardbola
horizontal con vértice
Vlh,k), en su punto
(x,p) =(hk), es
Tyi =t 3 (.Y _x|}'
2(x, - h) '
En el vértice Vih,k) la
tangente es la recta vertical
x=h

Y=n=

La ecuacion de la recta )
tangente a la pardbola
vertical Vih, k), en su punto
(x5 3,) = (mk), es
?‘L,ﬂ __k.}(

2 x-x,)

7=

En el vértice Vih,k) la
tangente es la recta
horizontal y = k.
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Unacuerdade la
parabola es cualquier
segmento que une dos
puntos de la misma. El
segmento de parabola
determinado poruna
cuerda es la region
limitada por esacuerda
y la propia parabola
(parte sombreadade la
figura 5.65).

Yh
20 /A/

Fgura 5.64

2. H area de un segmento parabdlico es dos tercios del 4rea del triangulo

formado por la cuerda y las tangentes que pasan por los extremos de la
cuerda (figura 5.64). Consideremos la parabola y* =16x-10y-71=0 y
los puntos A(10,21) y B(—2,-3). Encontrar el drea del segmento parabé-
lico determinado por la parabola y la cuerda que pasa por Ay B.

Solucién:
Escribimos la ecuacion de la parabola en la forma estandar:

yi=16x-10y-71=0
¥y =10y+25=16x+71+25
(y-5) =16x+96
(y-5) =16(x +6),

La ecuacion de la cuerda que une A con Bes:

=3=21
3= 2
& -2_10{:54- )
y+3=2(x+2}.

Encontramos las rectas tangentes a la pardbola en A(10,21) y en
B(-2,-3). El vértice de la paribola es V(-6,5).
Como la pardbola es horizontal utilizamos la formula:

yl"'k

}‘*y1=m(x"x1}
y-y,=2(";'cl—156}(x-x1)-

» En A(10,21):

21=5
=2l=————(x-10
¥ 2(10+6}(x )

1
y-21=5{x--10)

x
=—+16.
Y 2"‘
» En B(-2,-3):
s
3= ——— 2
r* 2(-—2+6){x+ )
y+3=-(x+2)

y==x=5.
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L ]
Ahora, para encontrar el tercer vértice C del triangulo que nos inte-

resa, hallamos el punto de interseccién de las dos tangentes. Para esto
resolvemos el sistema:

x
¥y 2 +16
y==x=5
de donde: El drea de un segmento -)
parabdlico es dos tercios
£+16=*JC-5 del drea del tridngulo
2 formado por lacuerday las
x tlangentes gue pasan por
—+x=-16-5 bbs extremos de la cuerda.
2 Ese triangulo es llamado de
x=-14, Arquimedes.

Sustituimos este valor en la segunda ecuacién del sistema:
y=-(-14)-5=9.

Por tanto, el punto de interseccion de las tangentes es C(—14, 9) (figura 5.65).
Para calcular el area del triangulo ABC utilizamos la formula:

1

Area=—
2

{xl)"z =N FX Y — XY, XY, - xl)"s)r

donde A(x,, Vb B(xz, yz) y C(xj, yj) estan enumerados en sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj.

En este caso consideramos el tridngulo orientado A(10,21), C(-14,9), Fgura 5.65
B(_23_3):

Area = (10(9) - (-14)21 + (-14)(-3) - (-2)9 +(~2)21 -10(-3))

= 216.
Por tanto, el drea del segmento parabélico es (figura 5.65):

%(216) =144

Trazar las dos tangentesa la parabola ( y +3)’ = -12(x - 5)desde el punto
exterior P(10, 3).

3

.

Solucién: .
La pardbola (y +3) = -12(x - 5) es horizontal y el vértice es V(5,-3)
(figura 5.66).
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Supongamos que la recta buscada corta la parabola en el punto
Q (x,, ¥ ) Sabemos que la ecuacién de una recta tangente a una parabo-
la horizontal en el punto Q(x] i ) esdela forma:

o P .
015 X y~y,=2(‘,;l—?kﬂ(x“x:)’
d es deCir, en este caso tenemos:

Fiaura 566 Y-y = 2(};‘17% (x-x).

Como esta recta debe pasar también por P(10, 3), entonces este punto
satisface la ecuacion:

y,+3
—_— =—1 -
3 _?1 2{x1‘5)(0 xl)
e ED g
x; 5_2(3*}’1)(10 x, ).

Ademis, el punto Q(x,, % }esté en la parabola, asi satisface su ecuacién:

{y, + 3)2 = -lz{xl - 5}

2
B s
2
%4- 5=x,.

Sustituimos el valor de x, obtenido:

(7 +3) 5,43 10u((y1+3}2+5D

-12 2(3-y,) -12

{}’1"'3)2: N+3 5_()"1""3)2
12 2(3-y,) -12

n+3_ 1 5_()*,4-3)2]
-12 2(3-y,) -12

(n+3)(n -3)=6[5+ M]

12




12

(y,-3)(7 +3)=6 [M]

+32+60
ylz_9=(.)’1 2}

2y} =18 =y, +6y, +69
yi -6y, -87=0,

de donde;

_6x36-4(1)(-87)

2

=6=,/4(9+87)

2
=3:|:J%
=3:|:4JE.

1

y,=3+4J6 o y =3-46.

Siy =3+ 4./6,entonces:

(n+3)
12
(3+ 4.6 + 3)2

12
= =6=4/6.

X =5=

Siy,=3- 4./6, entonces:

(y,+3)

X =5-22——1

12
(3-4V6+3)
12

=—6+44/6.

Por tanto, hay dos puntos C(—s — 46,3+ 4\&_5] = C[—15.798, 12.?98)y
D(~6+46, 3~ 46 | ~ D(3.798, ~6.798).

La pardbola 255 )
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L ]

La recta que pasa por QL(—G ~46,3+ 4~./E)y P(IO, 3)tiene ecuacion:
v, +3

y-—3=m{x-1{})
3+4.6+3

y- 2(—6-—44’3—5){:“1{}}
2J€+3

- =*4JE+11(x“w}’

3-4./6 +3

y-3=zﬁé+4JE-5#x-m)

y-3=u3i§:3{x~wy
46 -11
Para encontrar estas rectas tangentes geométricamente procedemos de
la siguiente manera:
1. Localizamos el vértice y el foco de la pardbola.
2. Trazamos la directriz.
3. Encontramos la distancia rdel foco al punto P(10,3).
4. Trazamos un circulo con centro en P(10,3) y radio .
T P T 5. Encontramos los puntos A y B de interseccion de este circulo con la
R o : directriz.
6. Localizamos el eje focal.
7. Trazamos dos rectas paralelas al eje focal, una que pase por Ay
otra que pase por B.
8. Determinamos los puntos Cy Dcomo los puntos de interseccién
de las rectas anteriores con la pardbola.
9. Por ltimo, trazamos las rectas que pasan por Cy P,y D y P. Estas
son las rectas tangentes buscadas.

Observacion:
Todos los pasos que seguimos para hacer la construccién geométrica de las
tangentes se pueden hacer analiticamente.

Ejemplos

En resumen, la ecuacién de la recta tangente en el punto Q(xl, " )es:

Si la pardbola es horizontal:  y -y, = ﬁ{x -x).
o
Si la parabola es vertical: y="h= M{x -x). (522)

x,-h
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¥ En cada caso, encuentra la ecuacion de la recta tangente a la parébola en el Para encontrar las J
o punto dado. ecuaciones de las
ijj tangentes a una parabola
2 . 3 _n. 5 _ trazadas desde un punto
1. 3%’ - y-3=0; Q4,45). 6. x"+4x-8y-20=0; Q(-2-3). | TS
2. 3y +2x=0; Q(-2,-1). 7. ¥ +x=0; Q(—4,2), llamamos (x,, , ) a
cualquiera de los puntos
3. x’ - 3y=0; Q(Z, %}. 8. yz +5x+5=0; Q(—6> 5). donde corta la pardbola,

evaluamos la ecuacion de

4 y'-4y-120-20=0; Q-$-1). 9. x*-3x-4y-%=0,Q(H-3). | |, abolaen(x.,)y
5. 37 +6y-4x-5=0;Q(10,3).  10. 2y* +12y-x+22=0;Q(36,1). | evaluamosen(x,y,)la

ecuacién de la tangr_el"rte

que pasa por (x,, ).

11. Encuentra las ecuaciones de las rectas tangentes a |a parabola después resolvemos el
y* = 8x—6y—39 =0 en los extremos de su lado recto. Muestra que di- sistema formado por
chas rectas son perpendiculares. I dos ecuariones =/

: obtenidas paraencontrar

12. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la parabola losvalores x, y ..
y*=7x+6y+16 =0enlospuntos Q(%,) y Q(%,—%).Encuentralas A
wordenadas del punto en el que se cortan las dos rectas y muestra que
dicho punto esta sobre la directriz de la pardbola.

13. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la pardbola
x' =12x-20y+116 =0 en el punto Q(4: ‘;—1} Encuentra las coordena-
dasdel punto P en el que se cortan dicha recta tangentey ladirectriz. Da
las coordenadas del punto P’ en el que se cortan la recta que contiene
el lado recto y la recta tangente que encontraste. Muestra que si Fes el
foco de la parabola, entonces d( P, F) = d(P’, F).

14. Traza las dos tangentes a la parabola x* — 12y — 60 = 0 desde el punto
exterior P(0,-8).

Ecuaciones parameétricas de la parabola

Un mévil recorre una curva de manera que en cada instante f su abscisa vale t + 3 y
su ordenada vale t* — 4t + 7. Describir la curva recorrida por el mévil.

Solucién:
Tenemos una funcién de un intervalo de tiempo en el plano, de manera que a cada
instante le corresponde un punto en el plano, el punto en donde se encuentra el
mévil en ese momento.

Para cada t tenemos dos funciones:

oy
¥

x(t)=t+3
y(t)=t"-4at+7

- bW e an g

que describen la abscisa y la ordenada del punto donde esta el mévil en el instante t.
Trazando algunos puntos advertimos que la curva parece ser una parabola.
Veamos que en efecto esto es asi (figura 5.68). 1234567 X

Fgura 5.68
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t ] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

4
s 35 4 45 5 5.5 6 65 | 626
i 7 | 535 a | 33 3 |3 | & | 53 7

Si despejamos t de la primera ecuacién, obtenemos:
t=x-3.
Sustituimos en la segunda ecuacion:
y=t' —4t+7

=(x-3) -4(x-3)+7
=x*-10x+28

y obtenemos la ecuacion de una parabola. Para encontrar sus elementos, la escribi-

mos en la forma estandar:
x’-10x+28=y
x'=10x=y-28
x*=10x+25=y-28+25
(x=5)' =y-3,

R S I SR - SN ]

123456 7 X asiqueesuna paribolavertical, que abre hacia arriba (figura 5.69). Su vértice estd en

freurases  V(5,3), p= 1 por tanto, su foco estd en F(E, %).

En general, si para una de las variables, digamos x, se cumple x = at + bcona =0,y
para la otra variable, en este caso y, se tieney = At” + Bt + C con A = 0,entonces al
despejar t de la ecuacién lineal: t = £ — b y sustituir en la ecuacién cuadrética:

y=A(§-b] +B(§—b]+C

obtenemos la ecuacién de una parabola, en este caso vertical.

En particular, una manera facil de parametrizar una parabola a partir de su ecuacién
general es utilizar como parametro la variable que esta elevada al cuadrado. Asi, si:

y=Ax"+Bx+C

es la ecuacion de una parabola vertical, hacemos:
x(t)=t
y(t)= At +Bt+C

para obtener sus ecuaciones paramétricas. Se procede de manera similar para las

parabolas horizontales.
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~

Eiemplos

1. Parametrizar la pardbola y = x* — 10x + 28. ;’ b
, 61
Solucién: 51
Llamamos t = x, sustituimos en la ecuacién y obtenemos: 4t
3 L
y=t' =10t +28, 21
] L
asi que: 123 45 67 X
x(t) =t Fgura 5.70
y(t)=t*-10t +28
Y
. .. 107
son ecuaciones paramétricas de la parabola.
Observa que ésta es una parametrizacion diferente de la parabola 571
del ejemplo inicial. Aqui, el mévil estd en (0,28) en el instante t =0, en ; —
tanto que en el ejemplo inicial el mévil esta en (3,7) en el tiempo t =0 5 i‘o\w
(figura 5.70). 2
= 2 Figura 5,71
2. Parametrizar la parabola (y—2) =4(x—8). &
La siguiente rutina en Visual .)
Solucién: Basic dibuja la pardbola
Despejamos x, que es la variable que no esta elevada al cuadrado: y=x:
1 Escala=5000
4(x-8)=(y-2) PSet (0,0)
1 " For k=0To 100
x=—{y-—2} +8. t=k/100
4 x=Escala*t
y=Escalat*t
Hacemos: Line -(x, y)
Next
y{t) =t Conforme ktoma los
1 4 valores 0, 1, 2... 100, el
x{t) = Z(t' 2) +8 pardmetro t toma valores
entre 0y 1. La variable Escala
. permite dibujar la pardbola
y obtenemos unas ecuaciones paramétricas de la parébola (figura 5.71). del tamafio deseado en la
pantalla.
& A
En resumen:
Pasicién Ecuacién Paramétricas
x(t)=A¢" +Bt+C
Horizontal x=Ay"+By+C
y(t)=t
x(t)=t

Vertical =Ax"+Bx+C
= ¥ i b y(t)=AF +Bt+C
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A partir de la ecuacion v
general de una parabola ¥ En cada caso, parametriza la pardbola con la ecuacién dada.
se le puede parametrizar E )
usando como pardmetro :j 1. x= yz -12y+ 25, 4. ()’-6} = %(x-l- 5}_
lavariable que esta 5 3
elevada al cuadrado. 2, 2y=x"-6x+4. 5. ('x * 3) = -lo{y +4}-
Asi, por ejemplo, una F e 3 . R -
parametrizacién de la 3. (y+5) = “‘4(2)(314* l). 6. (x ll} —4()’ 7)_
parabola horizontal
=) + My EC esla En cada caso, escribe la ecuacién cartesiana de la parabola que corresponde
RGOS BN OOE a las ecuaciones paramétricas dadas.
yit)=t
x(t)= A+ Bt +.C. 7. (£3£ +5t-16). 10. (=1 +6t +4,t).

8. (h-1f +6t+12) 1. (-3 +1,).

9. (L +5t-16,t). 12, (£, -3 +1).

Resolucion de problemas
Lugares geometricos

En este apartado veremos algunos problemas que involucran lugares geométricos
relacionados con las pardbolas.

Encuentra el lugar geométrico de los puntos (x,y), tales que x — 8 més su distancia
al punto Q(2,0) sea 10.

Solucion:
Llamemos £ a la recta x =8 y P(x,y) a un punto de dicho lugar geométrico. Las
condiciones del problema nos dicen que:

d(P,Q)+x-8=10.

La distancia dirigida de Pa £ es (x - 8), ya que la recta x - 8 = 0 estd orientada

naturalmente;
J(x=2) +y* +(x-8)=10.

Dejamos el radical en un lado de la ecuacion y elevamos ambos miembros al

Yy \ cuadrado:
5] \ (x-2) +y* =(10-(x-8))
Q N x'—4x+4+y' =324-36x+x°
i ““/h X y? =-32x +320
y* =-4(8)(x-10)

-10 /
que es la parabola horizontal con vértice en V(10,0);abre hacia la izquierda y p=38,
Rgura 5.72 por lo que el foco estd en Q(2,0) (figura 5.72).
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Consideremos la pardbola y* = 12(x + 3} y el punto P(2,0). Dado un punto
Q{x,, bJ ) en la parabola, tracemos por P una recta, £, paralela a la recta tangente
a la parabola en Q.Conforme Q se mueve a lo largo de la parabola, ;cual es el lugar
geométrico descrito por el punto M en el que se cortan la recta £ y la recta que une
Qcon el foco de la parabola?

Solucion:
De acuerdo con (5.17), la pendiente de |a recta tangente a la parabola que pasa por Q es:
m -_— _.)’1— i
2(:«:1 + 3)

La recta paralela a dicha tangente que pasa por P(2,0) es:
ps
=———{x=2],
y Z(x] + 3)( }

La recta que une Q con el foco F(0,0) es:

Y
=—X.
=

Figura 5.73

Igualamos las dos Gltimas ecuaciones para encontrar el punto M (x i Vi ) don-

de se cortan estas dos rectas:
M1 N
————{x=2)==x.
T Ll
Despejamos x,
2x,
xM' =
X, +6 (5.23)

y la sustituimos en cualquiera de las dos rectas para encontrar y:

2y

Y= s
%,+6 (524)

asi, el punto buscado, M, tiene coordenadas:

Mlaa % o N |
X, +6 x +6
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Figura 5.74

Pensamient

iCual es el lugar
geométrico de los puntos
que equidistande una

recta £ y de un punto Pque
pertenece a {7

Para saber qué curva describe M cuando Q(xl, b2 ) recorre la parabola, obser-

vamos que:
x ) : xZ+y?
X+ vy =-2— 4|22 =4 271 y'z .
X, +6 X, +6 {x,+6)

Como el punto Q esté en la pardbola y* = 12[x + 3}, se satisface que:

i =12(x, +3) (525)

y, por tanto,

asi que M esta en el circulo de radio 2 con centro en el origen que es el foco de la
parabola. Observa que la distancia del origen al punto Pes 2.

Otra manera de llegar a esta conclusién es despejar ¥, de (5.24), sustituirlo en la
ecuacion de la pardbola (5.25), después despejar x, de (5.23) y sustituirlo también en
(5.25). Al simplificar, obtenemos nuevamente la ecuacién del circulo (figura 5.74):

x*+y' =4

1. Encuentra el lugar geométrico de los puntos tales que la suma de sus dis-
tancias al punto F(3,0) yala rectax = 7 sea 10. Considera que la distancia
a la recta es distancia dirigida y que la recta esta orientada naturalmente.

2. Repite el tltimo ejemplo del apartado con la parabola y* = lﬁ(x + 4} yel
punto P(2,0).

3. Observa que en el Gltimo ejemplo del apartado y en el ejercicio anterior
se obtuvo el mismo circulo; es decir, el radio del circulo es la distancia de
Pal foco y no depende de la apertura de la pardbola. Intenta demostrar
que, en general, esto es cierto.

4. Dada la parabola y* = B(x+2)con foco en el origen, por cada punto Q
en la parabola, considera la recta tangente a la parabola y la recta que
pasa por el origen y que es perpendicular a dicha tangente. Describe el
lugar geométrico formado por el punto de interseccion de dichas rectas
aiando Q recorre la parabola.

v
o
B

=
w
wl




Mundey

virtual
w1 1. Parabola dados foco y directriz. Construye la paribola cuyo foco es
g F(-5,0) ysudirectrizes x = 5. Para ello construye primero el foco y la di-

3.

4.

rectriz, y después utiliza el constructor Pardbola: Foco Directriz del men(
de conicas.

Parabola dados foco y vértice. Encuentra la ecuacion de la parabola
cuyo vértice estd en V(5,—2) y su foco en F(5,—4). Observa que Geo-
lab no tiene un constructor para hacer una parabola dados el foco y el
vértice, asi que con los datos que tienes debes construir la directriz para
después utilizar la construccién de foco y directriz. La directriz es una
recta perpendicular al eje de la parabola y esta ala misma distancia del
vértice que el foco, pero del lado opuesto. Construye la recta, e, que pasa
por V'y F, y el circulo, ¢, con centro en V que pasa por F. Construye la
interseccion del circulo y la recta que esta del otro lado de F. Llamala D.
Construye la recta, d, perpendicular a e que pasa por D. Esta es la direc-
triz. Por Gltimo, construye la pardbola con foco Fy directriz d.

Parabola calculada. Encuentra los elementos de la parabola cuya ecua-
cién es 12x -y +10y - 61 = 0. Para construir una parabola dada su
ecuacion, utiliza el constructor Calculada del ment de cénicas. Llama p
a la parabola y asigna los siguientes valores a los coeficientes de la ecua-
ciébn: A=0, B=0,C=-1,D=12, E=10, F = -61. En la pantalla de
datos analiticos, coloca el cursor en el renglén de la parabola y oprime el
boton de datos para ver toda la informacion pertinente.

Interseccion de recta y parabola. Encuentra los puntos de intersec-
cién de la recta x + y — 1= 0con la parabola x* = 4x— y+1=0. Cons-
truye la pardbola p cuya ecuacién es x’ =4x—y+1=0 yla recta m
cuya ecuacién esx + y —1 =0, para ello utiliza el constructor Calculada
del ment de cdnicas y de rectas, respectivamente. Construye el punto
P1 usando Interseccion de recta y conica por ratén del ment de puntos.
Elige el punto en la lista de la derecha y arrastra el ratén en la pantalla.
Observa que el punto persigue el cursor y se pone en la interseccion mas
cercana al cursor. En la ventana de datos analiticos puedes ver sus coor-
denadas. Construye un punto auxiliar, A, cualquiera. Ahora construye el
punto P2 utilizando Interseccién de recta y cénica del mismo lado de un
punto. Ahora mueve el punto A en la pantalla y observa cémo el punto
P2 se pone en la interseccion mds cercana al punto A.

Familia de parabolas. Dibuja parabolas que tengan su foco en el eje X y
cuya directriz sea el eje Y. Construye la recta d con ecuacién x =0y un
escalar t = =10.Construye el punto Fcuyas coordenadas sean (t,0). Uti-
liza el constructor Punto calculado. Dale los valores x =t, y = 0. Cons-
truye la pardbola p con foco Fy directriz d. Ahora construye una anima-
cién. Anima el punto t entre —10 y 10. En la pantalla grafica, ejecuta la
animacion para ver cdmo varian las parabolas. Si quieres que se queden
dibujadas todas las parabolas, en la pantalla de datos analiticos indica
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que la parabola deje traza y, en la pantalla grifica, selecciona el botén
que esta en el margen izquierdo junto ala letra T. Ejecuta la animacién
nuevamente.

6. Recta tangente a una parabola. Dada la parabola cuyo foco es F(2,3)
y cuya directriz s x + ¥ +1 =0, encuentra la recta tangente a ella que
pasa por el punto P(—1,-1). Utiliza el constructor Tangente a cénica por
ratén. Una vez construida la tangente, eligela en la tabla de la derecha
de la pantalla y arrastrala con el raton de uno aotro lado de la parabola.
Construye otro punto Q cualquiera y ahora construye la tangente a la
parabola desde P, usa el constructor Tangente a cénica del mismo lado
de un punto. Mueve el punto Q y observa cémo lo persigue la tangente.

7. Parabola tangente a cuatro rectas. Dadas cuatro rectas, dos de ellas no
paralelas, hay una Ginica paridbola que estangente a ellas. Construye cua-
tro rectas y la parabola tangente a ellas. ;Qué sucede cuando dos de las
rectas son paralelas?

8. Tangentes desde un punto exterior. Define la cdnica calculada
y* +12x + 6y =51 =0 yel punto directo P(10,3).Encuentra la directriz
d de la parabola. Localiza el foco F de la parabola y determina la distan-
cia rentre Py F. Traza el circulo con centro en Py radio r. Determina los
puntos A y B de interseccion del circulo con la directriz. Determina el
eje focal y traza una recta paralela a este que pase por A. Andlogamente
traza otra recta paralela al eje focal y que pase por B. Determina los pun-
tos Cy D que son las intersecciones de estas dos Ultimas rectas con la
parabola. Por tltimo, traza las rectas que pasan por Py Cy por Py D,
Para comprobar que son las rectas tangentes, traza la recta tangente a la
parabola en el punto Cy en el punto D.

Geolab

Resumen de la unidad )

b Parabolascon vértice en el origen y directriz paralelaa uno de los ejes cartesianos.

Posicién Abre hacia Ecuacién Directriz Vértice Foco
Vertical arriba x*=4py y=-p V(0,0) Fo,p)
Vertical abajo x*=—dpy y=p V(0,0) F(0,-p)
Horizontal laderecha ¥y =4dpx x=-p V(0,0) Flp,0)
Horizontal | la zquierda y'=—dpx | x=p | V1(0,0) | Fl=p,0)
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» Extremos del lado recto.

P Vertical:
Foco F(0,p): (2p,p) y (=2p,p).
Foco F(0,~p): (2p.—p) y (=2p,p).
» Horizontal:

Foco F(p,0): (p,2p) y (p,—2p).
Foco F(—p,0): (-p.2p) y (-p,—2p).

b Ecuaciéndelatangente de la paribolacon vérticeen V(0,0)en un punto Q(x,, y, ).
b Vertical: y - y, = ﬂ[:w::- X, ]
x

1
; N
P H tak y—y, =—{x-x,).
orizontal: y - y, 2x](x x,)

» Pardbolas con vértice en V(h, k) y directriz paralela a uno de los ejes cartesianos.

Posicibn  Abre hacia Ecuacién Directriz Vértice Foco
Vertical | arriba (x-h) =ap(y-k) | y=k-p | Vi | F(hk+p).
Vertical | abajo (x-h) =-4p(y-k) | y=k+p Vihk) F(hk-p).

Horizontal | laderecha | (y—-k) =4p(x-h) | x=h-p Vih,k) F(h+p.k).

Horizontal | laizquierda |(y-k)' = -4p(x-h) | x=h+p | Vih.k) F(h-p.k).

» Extremos del lado recto.
P Vertical:

Foco F(h.k+ p): (h+2p,k+p) y(h=2p.k + p).

Foco F(h,k—p}:(h+29,k- p} y(h-ZP,k- p).
» Horizontal:

Foco F(h+p,k};(h+p,k+2p} y{h-i-p,k—lp}.

Foco F(k—p,k): (k- p.k+2p)y (h- p.k-2p).

» Ecuacion de la recta tangente con vértice en V(h,k) en un punto Q(x,, y, -

2( 1 'k)
: =) ix-xl).
—z(y;] = h}[x- )

b Vertical: y - y, =

» Horizontal: y-y, =
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» Ecuacion general de una parabola con gje:

b Vertical: x* + Dx+ Ey+ F =0.
» Horizontal: y* + Dx + Ey+ F =0.

» Regiones del plano determinadas por una parabola:
» Un punto P(x, y) estd en la parabola si satisface:

(y-k)' =+4p(x-h) o (x-h)'=+4p(y-k), dondep>0
seglin sea el tipo de parabola.
» Un punto P(x, y) esté dentro de la pardbola si satisface la desigualdad:
(y-k) <xap(x-h) o (x-h) <z4p(y-k), dondep>0

seglin sea el tipo de parabola. Es decir, el miembro al cuadrado es menor que el
miembro lineal.

» Un punto P(x, y) esta fuera de la parabola si satisface la desigualdad:
(y=k) >+4p(x-h) o (x-h) >=4p(y-k), dondep>0

seglin sea el tipo de pardbola. Es decir, el miembro al cuadrado es mayor que el
miembro lineal.

» Unas ecuaciones paramétricas de la parabola.

x(t)=At"+Bt+C
b Sies horizontal: x = Ay’ +By+C:y(r)= t.

x(t)=t
b Siesvertical: y= Ax” +Bx + C: y(t)= At* + Bt + C.

Ejercicios de repaso )

1. Halla la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y) tales que equidis-
ten del eje Y'y del punto Q(2,3).

2. Encuentra la ecuacidn de la pardbola cuyo vértice es el centro del circulo
x*+y" =2x+2y=0 yladirectrizes x = 2.

3. Dael vértice, el foco y la directriz de la pardbola x* -6x -4y +1=0.

4. Lasuma de las 4reas de dos cuadrados es 13 cm”. Si el lado de uno de ellos es 7
del drea del otro, jcuanto miden los perimetros de los cuadrados?

5. Encuentra la ecuacién de la parabola vertical que abre hacia abajo, cuyo vértice
es el centro del circulo x* + y* — 14y + 40 = 0, y la distancia del vértice a la di-
rectriz es 6.



10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22,

Halla la ecuacién de la recta perpendicular a la directriz de la pardbola

¥ +8x~-10y +49 =0 en el punto P(-1,7).

Considera |a parbola y* - x = 0. Determina la ecuacién de la recta tangente

en el punto P(1,1). Da la ecuacion de la recta perpendicular a la tangente que

pasa por P. Encuentra el punto donde se cortan ambas rectas con el eje X. Si

A y Bson los puntos obtenidos, demuestra que estos equidistan del foco de la

parabola.

Encuentra los puntos donde se cortan la paribola y* —=x=0 vy el circulo

x'+y'=2x=0.

Comprueba que las rectas tangentes a la paribola x” +6x +8y —7=0 en los

puntos P(1,0) y Q(-7,0) son perpendiculares entre si.

Demuestra que el circulo con centro en C(_%, %} y radio r = 3 estangente a la

directriz de la pardbola y* - x = 0.

Encuentra los puntos donde se cortan las pardbolas y* +32x -256=0 y

y' -8x-16=0.

Halla el punto de la pardbola y* = 4x + 4y + 16 = 0 en el que la recta tangente

tiene pendiente igual a— 3.

Considera la pardbola x* - y = 0.

a. Encuentra la ecuacién del circulo que tiene como diametro la cuerda de la
parabola que pasa por el punto P (% ,%) y el foco de la parabola.

b. Encuentra la ecuacion del circulo que tiene como diametro la cuerda de la
parabola que pasa por el punto Q(1, 1) y el foco de la parébola.

Considera la paribola x* +12x+ 12y + 48 = 0. Encuentra la ecuacién de la

recta tangente en el punto P(—Z,-—% . Da el punto en donde se cortan la recta

tangentey el eje de la parabola, y llamalo Q. Encuentra las coordenadas del foco

F de la pardbola. Demuestra que el tridngulo QFP es is6sceles.

Considera la pardbola y* - 2x = 0. Halla la ecuacién de la recta tangente en

el punto P(2,2). Después encuentra la ecuacién de la recta perpendicular a la

recta tangente en el punto P. Demuestra que el punto en donde se cortan la

tltima recta y el eje X tiene coordenadas (3,0).

Considera la pardbola x* =6 y = 0. Encuentra la ecuacién de la recta tangente

en el punto P(6,6). Encuentra las coordenadas del foco. Demuestra que el &n-

gulo formado entre la recta tangente y la recta que une a P con el foco es igual

al angulo que forma la recta paralela al eje Y, que pasa por P, con la tangente.

Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos en donde se cortan

las pardbolas x* = 12x -4y + 44 =0y y* =5x -4y +34 =0.

Dibuja la regién que estd dentro del circulo x* + y* =12x =10y 457 = 0, fuera

de la parsbola x* - 12x + 8y +4 =0 vy abajo de la recta 2x -5y + 7 =0, Es-

cribe las desigualdades que describen la region.

Encuentra el lugar geométrico de los puntos que equidistan del circulo cuya

ecuacién es x” +y" +10x+8y+32=0 y de la recta y= 6. Sugerencia: Si

D(x, y) es un punto que no se encuentra sobre el circulo, entonces la distancia

de Pal circulo es la distancia de P al centro del circulo menos el radio de él.

Da el angulo de tiro del cafion del problema 15 de la pagina 236.

Encuentra el angulo de tiro de la bala del problema 16 de la pagina 236.

Halla el &ngulo de tiro del caridn del problema 17 de la pagina 236.
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Autoevaluacién )

1. Encuentra la directriz de la paribola x* =12y = 0.
a. y=3.
b.y=-3.
c.x=3.
d.y=12,
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 211.
2. Encuentra la ecuacién de la parabola con vértice en el origen y foco en (—5,0).
a.y’ +20x=0.
b. y* +5x=0.
c. ¥y =20x.
d.x* =-20y.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 213.
Encuentra la ecuacién de la parabola horizontal con vérticeen (1,-2) y que pasa
por el punto (-3, 5).
a.7x* -14x-16y-25=0.
b.4y’ +9x-16y+7 =0.
. 4y"+49x+16y-33=0.
d. 4y’ -49x-40y-47=0.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 224.
Encuentra la ecuacién de la pardbola con foco en (3,5) que abre hacia arriba y
tiene ancho focal igual a 20.
a.y’ +20x-10y-35=0.
b.x*-6x-20y+9=0.
€. x’=6x+20y+9=0.
d.y" -20x-10y+85=0.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 224.
Encuentra el foco de la pardbola y* - 12x =6y =15 = 0.
a. (1,3).
b. (-2,3).
c. (3,1).
d. (1,-3).
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 224.
6. El punto P es una interseccién de la parabola x* - 10x -y +24 =0 y la recta
y=x-4.
a. P(3,7).
b. P(4,1).
c. P(0,—4).
d. A(7,3).
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 225.
7. Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la parabola x” + 8x - y +15=0
que pasa por el punto (2,3).
a.-x+4y+11=0.
b.4x+ y+11=0.
c.4x-y+11=0.
d.—4x+ y+5=0.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta la pagina 251,

3

4

*

5
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( Heteroevaluacién

1. Encuentra la directriz de |a parabola 5y* = 12x =50 y + 101 = 0.

2. Encuentra la ecuacién de la parabola vertical con vértice en (—7,3) y que pasa
por el punto (—1,6).

3. Encuentra la ecuacion de la parabola con foco en (%-1) que abre hacia la iz-
quierda y tiene ancho focal igual a 5.

4. Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la pardbola x> - 4x +2y +2=0
cuyo punto de tangencia es el foco de la pardbola y* - 24x+ 7y - % =0.
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n esta unidad presentamos la elipse como
el lugar geométrico de los puntosdel plano
cuya suma de distancias a dos puntos fijos,
llamados focos, es constante.

Con laayuda dela férmula para calcular la distancia
entre dos puntos encontramos la ecuacién de este
lugar geométrico. También proporcionamos métodos
matematicos y fisicos para dibujar una elipse.

Explicamos el concepto de excentricidad y damos
la definicion de la elipse en términos de un foco y
una directriz.

Enunciamos y demostramos la propiedad de
reflexion de la elipse: una onda que emana de uno

t Calaxia eliptica 87.

| Laelipse

de sus focos se reflejara en su otro foco. A esta
propiedad se le han dado usos 6pticos, aclisticos y
de calentamiento. En el caso aclstico, un ejemplo
es la Camara del Secreto construida en el siglo
xviil por los frailes carmelitas y que estd ubicada
en San Angel, al sur de |a capilla de Chimalistac
en la Ciudad de México. Asl se le Ilama porque el
sonido producido en susurro en un punto de ella
se reproduce audiblemente en otro punto.

La primera ley de Kepler, la cual establece que
los planetas se mueven en orbitas elipticas en uno
de cuyos focos estd el Sol, es quizas el resultado que
mas popularidad ha dado a esta curva.
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En esta unidad revisaras los siguientes temas. Obsérvalos
y reflexiona acerca de lo que sabes sobre ellos.

s L.

5
b

; La excentricidad de la elipse '
L]
Otra manera de definir elipse.
Directrices de la elipse

Eli f | lel Directrices deuna
pses con eje focal paralelo elipse con centro en : o

a un eje cartesiano : s | chi

- " - - — '- ‘.-:. 3

= Propledad de reflexién de la elipse ' ‘
| R~
e B

Otra interpretacién de la

definicién de la elipse

' . =D
Desigualdades y la elipse . .
Recta tangente a una elipse .
. g o

dela elipse

: Resolucién de problemas .

Ecuaciones paramétricas ' -

lugares geo métricos .
-
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Definicion de la elipse

Un grupo de investigadores de la UNAM, encabezados por los doctores Dr. Achim
M. Loske y Fernando E. Prieto Calderon, hizo un aparato para disolver calculos re-
nales en perros que llamaron Mexilit. Es un generador de ondas de choque del tipo
electrohidraulico que consiste, en una tina de fibra de vidrio en cuyo centro esta un
reflector de acero inoxidable con forma de semielipsoide.

Encontrar el lugar geométrico de los puntos tales que la suma de sus distancias a
F’(-3,0) ya F(3, 0) sea 10.

Mexilit, aparato inventado reo
porinvestigadores mexicanos J Solucién:

Llamemos P(x, y)a un punto de dicho lugar geométrico.
Debemos sumar la distanciade Pa F’'ylade Pa Feigualara 10.

(dRF)+dBF)=10.) P

Utilizamos la férmula de la distancia entre dos puntos (1.1):

_ 1 2
o ) d(P’Q}=\/(x1'x2} "‘()"1‘)’2} .
La elipse esté formada por
todos los puntos del plano
tales que lasumade sus

distancias a dos puntos

Sustituimos las coordenadasde F’y Fen (6.1):

fijos (focos) es igual auna “/(x_(..3})2 + ().-_0}2 & \/(x ..3)2 +{y- 0}2 =10
anstante.
Su ecuacién se obtiene sz +6x "’9"'}’2 + sz —6x+9+ yz =10,

sumando las distancias de

un punto genérico (x, ¥)a ;
s Tocos dadas e igualands Pasamos una de las raices cuadradas al otro lado de la igualdad y elevamos todo

alaconstante. al cuadrado:
S +6x+9+y7 =10- X —6x+9+ y*
((Free97 ) -(10- 7 —exrovy ]
X +6x+9+y> =100-20\x* —6x+9+ ) +x* —6x+9+y’.

En el lado derecho dejamos Gnicamente la raiz, simplificamos y de nuevo eleva-
mos al cuadrado:

3 +6x+9+y"-[109+x* -6x+y2)=-20 x’=6x+9+y

YA 4(3x-25)=-20,/x* —6x+9+ y*
/Z \ (3225 = (57 —erro7 7|
S\, _y X 9x? —150x + 625 = 25x% — 150x + 225+ 25y°.
Pasamos todo a un lado de la igualdad y obtenemos que el lugar geométrico

Fgurael  deseado es el conjunto de puntos que satisface la ecuacion:



16x* +25y" =400 = 0.

Una elipse es el conjunto de puntos del plano cuya suma de distancias a dos
puntos fijos es constante. Estos dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. El punto
medio localizado entre los dos focos se llama centro de la elipse. En el ejemplo ante-
rior, los focos son F’(-3,0) y F(3, 0),y el centro es C(0, 0).

Elipse con centro en el origen
Hipse horizontal

Comencemos con el andlisis de una elipse con centro en el origen yfocosen el eje X.
Supongamos que las coordenadas de los focos son F(c, 0) y F’(—c, 0). Para que un
punto P(x, y) pertenezca a la elipse, debe satisfacer:

d(P,F)+d(P.F )=k,

donde k es una constante positiva preestablecida (figura 6.2).
Sustituimos las coordenadasde P, Fy F’ en la férmula de la distancia entre dos
puntos (1.1) y obtenemos:

J(x-c)z +y° +\/(x+c)2+y2 =k

Para eliminar los radicales, pasamos uno de ellos al otro lado de la igualdad y
elevamos al cuadrado:

2
(x+c) +y =(k«~1f x=c) +y’ ) .
simplificamos y obtenemos:
| ~4ex + K =2k1.’{x-c)2+y2._:| (62)

Volvemos a elevar al cuadrado para eliminar el otro radical y simplificamos nue-
vamente:

(4k* -16¢*)x* + 4k%y” = k* - 4k°C.
Para poder seguir simplificando, observemos la figura 6.3.

]_-"JI.B
bl \a

Fgura 6.3
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P(x, y)

F(c,0)/ X

Figura 6.2
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El triangulo rectangulo FBC tiene uno de sus catetos igual a ¢, que es la primera
coordenada de F. Llamemos b al otro cateto y a a la hipotenusa. Como el punto B
pertenece a la elipse, la suma de las distancias de B a F y a F’ es igual a k, pero, por
otro lado, es igual a 24, ya que el tridngulo F'FB es isosceles. Asi que si sustituimos
k =2aen la ecuacién anterior y simplificamos, obtenemos:

(4(2;1)2 -16¢* )x2 +4(2a)" y* =(2a)' - 4(2a)' ¢
{li.Sa2 -16¢ )Jt:2 +16a’y’ = 16a* - 16a’c*
(az - cz)xz +a’y’ = az(az - cz),

luego dividimos toda la ecuacién entre az(az -c ):

f i 2 Y

et i

& &-¢ ) (6.3)
Observacion:
Cuando estudiemos la hipérbola obtendremos el mismo tipo de ecuacién, pero con

diferente relaciéon entreay c.

Al aplicar el teorema de Pitagoras en el tridngulo BCF de |a figura (6.3) obtenemaos:

@ =b"+ cz,:l (6.4)

Una elipse horizontal con ) luego sustituimos b’ = @* —¢* en la ecuacién (6.3) y obtenemos |a forma simétrica

antro en el origen tiene de la ecuacion de la elipse:
ecuacién de laforma g 3
2.7 _q * b4

a b 5 _2+_=1'

\a b ) (6.5)

Asi que (6.3) es la ecuacién comlin de la hipérbola y la elipse. Sera elipse cuando
a>c>0,ehipérbola cuando a< ¢

Si multiplicamos la ecuacién (6.5) por a’b’ y pasamos todos los términos al
primer miembro, nos queda la ecuacién de la elipse en la forma general:

Ax* +Cy’+F=0.
Ahora veamos algunos de los elementos principales de la ecuacién (figura 6.4).

Y“‘B 0,b)

1B X

wmm\lﬁ _Wm, 0

50, _b) lado recto

Fgura 6.4

» Al sustituir x = Oen la ecuacién de la elipse (6.4), encontramos que ¥ = £b, asi
que las coordenadas de B y B”son B(0, ) y B’(0, —b).



» Al sustituir y = 0, obtenemos que x = 4, asi que las coordenadasde V'y V*
son V(a, 0) y V’'(—a, 0). Los puntos V'y V' se llaman vértices de la elipse.

» Lasrectas VV'y BB’ son ejes de simetria de la curva y se llaman ejes principales.

) El segmento VV” también se llama eje mayor o eje focal; su longitud es el did-
metro mayory vale 2a.

) Elsegmento BB’también se llama eje menor o eje no focal; su longitud sellama
didmetro menory vale 2b.

» La distancia entre los dos focos, Fy F’, se llama distancia focal y vale 2c.

b Ladistanciadel centro a los vértices se llama semieje mayor y vale a; la distancia
del centro a los extremos del didmetro menor se llama semieje menory vale b,

b La cuerda que pasa por unfocoy esperpendicular al eje mayor sellama lado recto.

Para encontrar la longitud del lado recto, en la ecuacion (6.5) hacemos x = ¢, que
es la abscisa de uno de los focos, y obtenemos:
CZ )"2
— R = 1,
a b

como ¢ = a? - b?, obtenemos:

a-v vy

Simplificamos y despejamos y*:

4 2

b
*=—, dedond =x—,
y = edonde y :I:a

()

son los extrsms del lado recto que pasa por el foco F(c, 0),y la longitud del lado
recto es & .
a

De igual manera,

Por lo que los puntos:

son los extremos del lado recto que pasa por el foco f ‘(=c, 0) y, por supuesto, la

; : o 2
longitud del segmento que determinan es también —.
a

Eipse vertical

Si la elipse tiene su centro en el origen y sus focos estan en el eje Y, entonces las
coordenadas de los focos son F(0, ¢) y F'(0, —c). Si nuevamente llamamos 2a a la
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Una elipse vertical con

antro en el origen tiene

Bcuacmn de laforma
+L=1.

fr a

2

En cualquier elipse g = b -)

H circulo es un caso
especial de elipse, se
obtiene cuando los dos
focos coinciden, siendo
dicho punto el centro del
circulo.

constante k que es la suma de las distancias de un punto P(x, y) de la elipse a los
focos y hacemos un andlisis similar al anterior, o simplemente intercambiamos los
papelesde x y y, llegamos a la ecuacion:

) (6.6)

donde, como antes, b* = a?— ¢* (figura 6.5).

ado recto
F(0, ¢)
B(-b,o)| C B(b, 0)’
(0, —¢)

V'(0, -a)
Fgura 6.5

Y.i

Los vértices son ahora V(0, a) y V'(0, —a).
Observa que etiquetamos como a a la distancia del centro a los vértices, inde-
pendientemente de que la elipse sea horizontal o vertical.

En resumen:
Posicién Ecuacién Centro Vértices Focos ByB’
x*y V(a,0) Flc, 0) B(0, b)
Horizontal a—z + -b—2 =1 C(0, 0) V'(-a, 0) F'(~, 0) B’(0, -b)
.y V(0. a) FO,¢) B(3,0)
e a i
Vertical =it i 1 C(0, 0) V'(0, —a) F'(0,—0) B'(-b,0)

1. Encontrar la ecuacién de la elipse cuyos focos son F(5,0) y F' (-5, 0), y tal
que la suma de |as distancias de los puntos de la elipse a los focos sea 12.

Solucién:
Para obtener toda la informacion necesaria sobre la elipse debemos com-
pletar el siguiente cuadro:




a b € Centro Focos Vértices By B’
6 F5,0)
o [P0 | |

El punto medio ubicado entre los focos es C(0, 0) y los focos estan so-
bre el eje X. Asl, la elipse es horizontal y su ecuacién es de la forma (6.5);
la distancia entre los focos es 2c = 10 y la distancia entre los vértices es
2a = 12. Por tanto,
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entonces:
b=d-c"=6"-5" =1}

y la ecuacién de la elipse es (figura 6.6):

P
Fond IJ (6.7)
36 11

F(5,0) V(6, 0) B(0, ¥11),

2. Encontrar la ecuacion de la elipse cuyos vértices son V(0, 10) y V'(0, —10)
ysus focos son F(0, 2) y F(0, -2).

Solucion:

De nuevo el centro es C(0, 0) y los focos ahora estan sobre el eje Y; asi,
|a elipse es vertical y debemos usar la ecuacién (6.6). La distancia focal es
2¢ =4y la distancia entre los vértices es 2a = 20; entonces:

b* =10 -2% =96;

y la ecuacion de la elipse es (figura 6.7):

2

£
96 100

‘y

qwk

Figura 6.6

{:
Py

Figura 6.7

w
L
8

2
w
L

1. Encuentra la ecuacién de la elipse cuyos focosson F(6, 0) y F’(-6, 0),tal
que la suma de las distancias de los puntos dela elipse a losfocos sea 16.

2. Halla la ecuacién de la elipse cuyos focos son F(0,2) y F’(0,~2), tal que
la suma de las distancias de los puntos de la elipse a los focos sea 5.
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Pensamient 3. Encuentrala ecuacién dea elipse cuyos focos son F(0,%) y F(0,—1), tal
Cr|t| C que la suma de las distancias de los puntos de la elipse a los focos sea £.

Laecuacion £+ L=1
wrresponde aunaelipse
@n centro en el origen.
iCémo se determinasi
se tratade una elipse
horizontal o vertical?

En cada caso, encuentra la ecuacién de la elipse.

Focos F(1,0), F'(—1,0); vérticesV(2,0),V"(~%,0).
Focos F(0, 25), F*(0, —25); vértices V(0, 30), V’(0, =30).
Focos F(0, 3), F’(0, =3); vértices V(0, 10), V'(0, —-10).
Focos F(1, 0), F’(—2,0); vértices V(3,0),V’(-3,0).

N own o

En cada caso, encuentra las ecuaciones de las elipses con centro en el origen
y que satisfacen las siguientes condiciones:

4. Eje mayor 14; eje menor 10. 11. Eje mayer 11; eje menor 8.
9. Eje mayor 5; eje menor 3. 12. Eje mayor 8; eje menor 3.
10. Eje mayor 9; eje menor 5. 13. Eje mayor 6; eje menor 4.

En cada caso, halla las coordenadas de los vértices y de los focos de la elipse
con la ecuaciéon dada y graficala.

14. 4x*+y*-36=0. 18. 2x* +25y* =50,
15. 4x>+25y" =100=0. 19. 81x* +49y” = 3969.
2 2 ¥ 2z
: =72
16 Ptk 20 9:; +By2 z
16 9 21. x"+64y =64,
£ 4 4
17. —+y’ =4,
i s

22. Encuentralaecuacién de la elipse que pasa por el punto P(-1, 1)y cuyos
vértices son V{0, 2), V'(0,-2).

23. Halla la ecuacién de la elipse que pasa por el punto P(=3, —2) y cuyos
vértices son V(5, 0), V'(-5, 0).

24. Encuentra la ecuacién de la elipse vertical con centro en el origen que
pasa por los puntos P(—4, 0) y QfE-.EJ).

25. Hallala ecuacién de la elipse horizontal con centro en el origen que pasa
por los puntos Pf\.@,l} yQ 2\4@3

2 z
26. Unaelipsevertical con centroen el origen tienelaecuacién 22% + Zz— =1,
a

Silaelipse pasa por el punto P(1, 3),encuentra el valor de g* yescribela
ecuacién en la forma general.

v
L
o

=
it
L

Construccion de la elipse

Podemos trazar elipses mediante regla y compas; o bien con la ayuda de otros ins-
trumentos, como un hilo y dos clavos o con papel encerado. Estas técnicas se des-
criben a continuacion.
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Sugerencias para trazar una elipse

b Localiza el centro. (Hasta este momento, Uinicamente hemos visto elipses con
centro en el origen, pero mas adelante veremos el caso general.)

» Determina los valores de c(distancia del centro a los focos), a (semieje mayor)
y b (semieje menor).

b Determina si la elipse es horizontal o vertical comparando los valores que di-
viden x” y y* en la forma simétrica de la ecuacién. Si el mayor afecta a x% en-
tonces es horizontal, en otro caso es vertical.

b Localiza los vérticesV'y V', los focos Fy F'y los extremos del eje menor By B’.

b Localiza los extremos de los lados rectos. En el caso de la elipse horizontal, se
2

b . . . i
encuentran a — unidades arriba y abajo de los focos. En el caso de la elipse
a 2
vertical, se encuentran a — unidades a la derecha y a la izquierda.

a
¥ Une con una curva los puntos que hayas localizado en la elipse.

2 2

. -
1. Trazarlaelipse — + Al 1.

36
Solucion:

Se trata de una elipse con centro en C(0, 0).
El denominador de y* es mayor que el de x?, asi que la elipse es vertical,

a*=36y b*=16,de donde:

¢’ = 36-16=20,
y,portanto,a=6,b=4yc= V20 =24/5.
Entonces los focos son:

F(0,2\/5)~ F(0,4.47) y F (0,-2/5)~ F (0,-4.47),
y los vértices son:
V(0,6) y V(0,-6);

los extremos del eje menor son:

B(4,0) y B'(-4,0).

Como
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FAgura 6.8

los extremos de los lados rectos son:

(_ oy )_2\[5 = (_2.67)_4.47) 3
8

(—5,25 ~(-2.67,4.47),

(%,—Ns_ ~(2.67,-4.47),

(g,zﬁ ~(2.67,4.47)

y se muestran en la figura 6.8.
Marcamos estos puntos y trazamos una curva suave uniendo los
vértices y los extremos del eje menor (figura 6.8).

2. Trazar la elipse cuya ecuacién general es 3x” +4 y* — 48 =0.

Solucién:
Escribimos la ecuacién en la forma simétrica; para ello, pasamos el tér-
mino independiente al otro lado de la ecuacidn:

3x" +4y" =48,

y al dividir entre 48, obtenemos:
2 2

A

—+—=1,
16 12

Se trata de una elipse con centro en C(0,0).
Como 16 > 12, la elipse es horizontal; a* = 16, b* = 12 y, por tanto,

=16-12=4,

Asiquea=4, b=12=23 yc=2,
Los focos son:

F2,0) y F'(-2,0);
los vértices son:

V(4,0) y V'(—4,0);
y los extremos del eje menor son:

B(0,2/3) ~ B(0,3.46) y B (0,-243 )~ B (0,-3.46).
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L
Como Y4 s
2
v_r_, A
4
Vv vV .
F F X
los extremos de los lados rectos son (=2, =3), (=2, 3), (2, =3), (2, 3). 2
= Ahora podemos marcar estos puntos y trazar la elipse que pasa por
ellos (figura 6.9). -41 B’
Figura 6.9
r
Construccion de la elipse con el uso de instrumentos
Veremos tres construcciones.
Con regla y compds
Como sucede con la parabola, la elipse no se puede dibujar de un solo trazo con
una regla y un compas; sin embargo, estos instrumentos son Uutiles para localizar
suficientes puntos de ella.
Y a

Supongamos que a y bson conocidos y que sabemos que la elipse es horizontal;
asi, a > by su eje mayor esta sobre el eje X y el menor sobre el eje Y.

Fgie

» Con centro en O, trazamos un circulo con radio ay otro circulo con radio b.

b Trazamos cualquier radio que corte el circulo interior en un punto Ry el ex- (0] a f
terior en un punto Q.

» Trazamos una recta paralela al eje mayor y que pase por R.

» Trazamos una recta paralela al eje menor y que pase por Q (figura 6.10).

Figura 6,10
Veamos que el punto P(x, ¥) donde se cortan estas Ultimas rectas estd en la
elipse:

(6.8)

OM x
cosfl=——=—,
0Q a
de donde
x = acosé.
Por otra parte,

y=PM=RN,
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Fgura 6.11

Fgura 6.12

Fgura 613

y del triangulo ORN tenemos que:

senfl =

|2
o e

de donde:
y =bsen®.

Entonces las coordenadas de P son (acos 8, bsen 8). Ahora veamos que dichas
coordenadas satisfacen:

en efecto,

(acos8)’ +(bsen6}2 _a’cos’f i b sen’6 g
a’ ¥ & oo

De esta manera podemos marcar tantos puntos de la elipse como queramos
para dibujarla con la precision deseada.

Con hilo

En una tabla sujetamos un hilo de longitud 2a unidades con dos clavos que disten
entre si 2¢c unidades. Con un lapiz estiramos el hilo y recorremos el lapiz a lo largo
del hilo, dibujando la curva resultante. Dicha curva esunaelipse, pues la sumade las
distancias del punto en donde esta el lapiz a los clavos es siempre 2a (figura 6.11).

Con papel doblado
Utilizamos una hoja rectangular de papel encerado (figura 6.12).

» Dibujamos un circulo con centro Cy marcamosun punto Fdentro del circulo.

» Doblamos el papel, de manera que un punto A del circulo caiga sobre el
punto E

b Marcamos el doblez y desdoblamos.

» Seguimos haciendo dobleces de manera que los puntos del circulo caigan so-
bre F,

Si hacemos suficientes dobleces, nos daremos cuenta de que aparece una curva
en forma de elipse con focos en el punto Fy en el centro del circulo C. De hecho,
cada doblez es tangente a la elipse (figura 6.13).

Lafigura 6.13 muestra que al doblar la hoja de manera que el punto A del circulo
coincida con F, se forma un triangulo isésceles ADF. El punto D es el punto del do-
blez que pertenece a la elipse, ya que:

DC+DF=DC+DA=r,
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donde res el radio del circulo original. Asi que para cualquier doblez tenemos que A
el punto D que es la interseccion del radio AC con el doblez, pertenece a la elipse "'
N

cuyos focos son Fy Cy en la que 2a = r (figura 6.14).
Ver el ejemplo “conicaenvuelve” de la lista de construcciones de Geolab.

La excentricidad de la elipse

Comparemos las graficas de las elipses -

— 4=ty L=,

25 9 100 9 Figura 6.14
Y 4
4

|
|
o
&
y

_4
Agura 6.15
Solucién:
La segunda elipse es mucho mas alargada que la primera. Veamos codmo medir este
alargamiento.
En la primera elipse,a =5, b = 3 y, por tanto, ¢ = v25-9 =4 yel cociente
c 4
e=—=—=08.
a 5

En la segunda, a = 10, b= 3y, por tanto, ¢ =+100-9 = Jo1 y el cociente

o1

=——=095.
10

c
a
En la elipse que es mas alargada, este cociente es mayor.

La manera de medir el alargamiento de una elipse es por medio de su excentricidad,
la cual se define como el cociente de la distancia focal entre el eje mayor:
2c ¢

P ot (R
. 228 a ) (6.9)

Observa gue como ¢ < g, entonces 0 <e < 1.

Cuanto mas cerca de cero esté la excentricidad, la elipse sera mas parecidaaun
circulo, y cuanto mds cerca esté de uno, mas alargada sera. Posteriormente, veremos Sl esrtiddad s mie )
que la excentricidad se puede definir para la hipérbola y, de hecho, si conocemos la o
excentricidad de una cénica sabremos qué tipo de cénica es.

Cuando e = 0, se tiene que ¢ = 0, lo cual significa que los dos focos estan en el
mismo lugar, por tanto, tenemos un circulo.

estalguel<e<l,la
conicaes unaelipse.
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Y A
2
—4 2 X
-4
Fgura 6,16
Y A
2
F
-6 \-4 2 2 a4 x
-2
Fgura 6.17

1. Encontrar la excentricidad de la elipse 3x” +2y* =18 =0.

Soludén:
Escribimos la ecuacién de la elipse en la forma simétrica:

2 2

x—+y—=l.
6 9

Entonces b= V6, a =/9 ;por tanto,

e=nf0=6 =3,
de donde:
e—£=£=l 0.58.
a J9 3

La excentricidad de la elipse es e = - (figura 6.16).

. Encontrar la ecuacién de la elipse con centro en el origen, foco F(3, 0) y

excentricidad e = 0.6.

Solucién:
La distancia del centro al foco es ¢; entonces:

c=3.
Como e =, entonces:
0.6 = 2)
a
de donde:
a= 2 . 5
06
Entonces:

b’=a" - =25-9=16.

Asi, la ecuacién de la elipse (figura 6.17) es:

+
25 16




¥l En cada caso, encuentra la excentricidad de la elipse.

s

i 1. 4x*+y* -64=0. 3. x"+9y’ -36=0.
2. 9x*+16y* -1296 =0. 4. 8x*+7y*-392=0.

5. Grafica con los mismos ejes coordenados las elipses con centro en el ori-
gen, un foco en F(-2, 0) y excentricidades €= 3,3,7>3:15-

6. Encuentra la ecuacién de la elipse con centro en (0, 0), vértice ‘V(G,— %] y
excentricidad e=0.7.

7. Halla la ecuacién de la elipse con focos F(-7, 0), F(7, 0) y excentricidad
e=0.38.

Otra manera de definir elipse.
Directrices de la elipse

Veremos gue una elipse es el lugar geométrico de los puntos P cuya distancia a un
punto F es igual a e veces la distancia de Pa una recta £ donde e es un ndmero me-
nor que 1. Mas alin, F es uno de los focos de la elipse, e es su excentricidad y la recta
f serd llamada una directriz de |a elipse.

Recordemos la ecuacién (6.2):

[_J__'-‘lfx +k* =2k\(x-c) + y* | (6.10)

que esta a |la mitad del camino de la deduccion de la férmula de la elipse para el
caso en el que esta es horizontal y su centro se encuentra en el origen, a partir de
la caracterizacién “la elipse estd formada por los puntos Ptales que la suma de sus
distancias a dos puntos, llamados focos, es constante”:

d(P,F)+d(P,F )=k.

Haciendo k = 2aen (6.10), como lo hicimos en esa pagina, tenemos:

[ =da\/(x-c) +y’ |

2

-x+ %= g\i(xuc}z +y°.

En esta (ltima ecuacion, si P(x, y) es un punto de la elipse, el miembro de la iz-
quierda, =x + % es la distancia dirigida de P(x, y) a la recta vertical £ cuya ecuacion
es —x =—-%,y el radical del lado derecho es la distancia de P(x, ) al foco F(c, 0).
Asi que la ecuacion (6.11) puede interpretarse como:

d(P,£)="d(P.F),

(6.11)
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Pensa.mient

critic

5i una elipse tiene
excentricidad e= 099, jqué
puedes decir de su forma?
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o bien:

c _"-,
| AP f)=d(P,F); | (6.12)

recordemos (ver (6.6)) que la excentricidad de la eli-pse se define como:
c
e=—,
a

entonces (6.12) puede escribirse como:

|\- Ed(P,f]=d(P,F) ,__/" (6‘!3)
es decir, la elipse es el lugar geométrico de los puntos P cuya distancia a un punto
Fesigual a eveces la distancia de Pa una recta £, donde ees un nimero menor que 1.

Similarmente, trabajando con el foco F'(—c, 0) se obtiene que la elipse también
es el lugar geométrico de los puntos tales que:

ed(P,¢’)=d(P,F’),

donde la recta £’ tiene por ecuacién a x = -“—

Y A

Figura 6.18
Las rectas £ y £’ se llaman directrices de la elipse.

La ecuacién (6.13) es similar a la ecuacién que determina la parabola, pero en
esecasoe= 1.

Para el caso de las elipses verticales con centro en el origen se hace un analisis
similar y obtenemos:

Tipode elipse  Directrices  Foco asociado

2
Horizontal Gt Flc 0)
C
az
Horizontal Xx=—-— F'(—¢ 0)
c
a:
Vertical y=— F0, )
C
az
Vertical y=—-— F'(0, —c)
[

(6.14)
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~

2 2
; y ; . x
1. Encontrar las ecuaciones de las directrices de la elipse F+ 2y—€= =ly
graficarlas.
Soludién:
Para encontrar las ecuaciones de las directrices de la elipse debemos de-
terminar el valor de e )
Las ecuaciones de las
directrices de unaelipse
2 —-— - - 2 — 2 - —_— —-— o
c = az bz =26 10" =676-100= 576’ horizontal con centro en el
origenson x= &£ yx=—&.
de donde c= 24 : :
Comola elipse es vertical, entonces las ecuaciones de las directrices son:
2
a 676 169
y=—=——=—m~2817
c 24 6
B uz_ 676 169 28.17 . )
T 24 = 6 =007 Las ecuaciones de las
directrices de unaelipse
vertical con centro en el
YA origensony =&y y=—&
0 9
10
= | X
-10
0
Fgura 6,19

Elipses con eje focal paralelo a un eje cartesiano

Encontrar la ecuacién de la elipse cuyos focos son F'(1, 1) y F(5, 1) y cuyo didmetro
mayor mide 6 unidades.

Solucién:

Los focos estan en la recta horizontal y =1y el centro C(3,1) es el punto medio de
los focos. Como el centro no esta en el origen, no podemos utilizar directamente la
férmula (6.5). Primero debemos hacer un cambio de coordenadas para trasladar el
origen al centro de la elipse. Utilizamos las formulas de traslacién (3.3):

.

xX=x-3)

Che (6.15)
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n-@-nw"-f:

6 X

Para encontrar las coordenadas de los focos en el nuevo sisterma de coordenadas,
sustituimos sus coordenadas originales en (6.15), es decir, para F'(1, 1) tenemos:

y para F(5, 1):

x’'=5-3=2
y'=1-1=0,

asi que las coordenadas de los focos en el nuevo sistema son F(—2, 0) y F'(2, 0). El
eje mayor es 2a = 6 y la distancia focal es 2c = 4, por lo que:

b*=3’-2" =5,

Asl, la ecuacién de la elipse con respecto a las coordenadas X"Y’ es:

9 5

Figura 6,20

Ahora sustituimos x” y y” de acuerdo con (6.15) y obtenemos la ecuacién en
forma simétrica:

(ﬂ:«-?;]f’_k(y--l}2

=1.
9 5

Si efectuamos las operacionesy pasamos todo al primer miembro, obtenemos la
ecuacion en su forma general (figura 6.20):

5% +9y* -30x-18y+9=0.

Ahora veamos el caso general.

Si el centro de la elipse es C(h, k) y el eje focal es paralelo al eje X, llamamos 2¢
a la distancia focal y 24 al eje mayor. Las coordenadas de los focos son F(h+ ¢, k) y
F'(h-¢ k).

Como en el ejemplo anterior, trasladamos los ejes de manera que el origen quede
en C. Para lograrlo, hacemos la sustitucién:

\ ' =y-k) (6.16)

En el nuevo sistema de coordenadas, la ecuacion de la elipse es:

donde b’ =a’ - ¢*.



Y A
F(h-c,k) | C(h,k)  F(h+c, k)
x
Figura 621

Si sustituimos x” y y” de acuerdo con (6.16), obtenemos la forma simétrica de la
ecuacion de la elipse, también conocida como forma canénica o estdndar:

DN
g b

(6.17)

En el caso de que el eje focal sea vertical, los denominadoresde (x — h)* y (y — k)?
estan cambiados:
[(x—hf LR ,}
3 a ;

Si multiplicamos las ecuaciones (6.17) y (6.18) por a’b’, desarrollamos los cua-
drados y simplificamos, obtenemos una ecuacién de la forma:

(6.18)

CAxl+Cy1+Dx+Ey+ F=U:) (6.19)

Fgura 6.22

donde hay que notar que A y C son distintas de cero y tienen el mismo signo. Esta
forma se conoce como forma general de la ecuacion de la elipse'y es un caso particu-
lar de la ecuacion general de segundo grado que estudiaremos en la unidad 8.
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-

La formaestandarde la )
ecuacidn de unaelipse
horizontal con centro en el
punto C(h, k) es
(x=HE 4 (y=KE _ 1,

a 1

-

La formaestandarde la )
ecuacion de unaelipse
vertical con centro en el
punto C(h k) es

(x—hP 4 (y=kF _ 1
B a2 -

La ecuacion )
Ax*+Cy*+ Dx+ Ey+ F=0
representauna elipse si A

y Cson distintos de cero

y tienen el mismo signo.
Dicha elipse puede ser
degenerada.

Pensa‘mient

CHLIC

S en laecuacién

Ax*+ Cy*+ Dx+ Ey+ F=0
setiene que A y Cson
distintos de cero y tienen
d mismo signoy D=E=0,
iqué elipse se obtiene?
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Pensamient En resumen:

Critic

Considera la ecuacién Ecuacién Centro Vértices

de laelipse 2 ( )z Vih K, F(h k) B(h, k+b),

Ax*+ Cy*+ Dx+ Ey+ F=0. Horizontal | (X=h)  \y-k iy ;¢ .

{Cémo se determina si es i e AR\ vih-ak |Ph-ck |Bkk-b)

horizontal o vertical? 5 ( k)’ Vih k+a), F(h k+¢) B(h+ b k),

x—h y- +a +c), +

Vertical L—lb, e I LA R ‘F’Uh k=0) |V-bk)

S 1. Escribir la ecuacion 8x” +4y’ —24x -4y -13 =0 en la forma simétrica
y graficar la elipse.
i
Soludén:
. ) Para tener toda la informacién que necesitamos sobre la elipse debemos
La excentricidad de una completar el siguiente cuadro:
elipse se define como
e= il independientemente a b - Ciitro Focus Vértices By B’

de cual sea su centro.

Agrupamos los términos en xy en yy pasamos el término independiente
al otro lado de la ecuacién:

(8x - 24x)+(4y* - 4y)=13;

factorizamos los coeficientes de x? y de y? para que sea mas fécil comple-
tar los cuadrados perfectos:

B(x’ -3x)+ 4(y’ -y)= 13.
En cada paréntesis completamos el trinomio cuadrado perfecto, recor-

dando que debemos sumar la misma cantidad del otro lado de la ecua-
cién para que la igualdad no se altere:

El(:vc”—3;:c+gj+4(y2 —y+i]=l3+ls+l,

32 12
“2| +4| y-=| =32,
S(x 2]+ (y 2] 3

dividimos entre el término independiente y obtenemos:

GRS

simplificamos:




2.

Como 8 es mayor que 4, la elipse es vertical y su centro es C{% ,i}.
a’=8, b’=4 y *=8-4=4,

es decir,
a=2v2, b=2, c=2.

Asi que la distancia entre los vértices es 2a= 42 y la distancia focal es
2¢ = 4. Por tanto, los focos son:

31 31
F| —.—+2 |=F(1.5,25 F| =,—=2 |=F(1.5,-1.5),
(2 - ) (15.25) y (2 - J ( )
los vértices son:
31 31
V(5,5+2v5)=v(1.5,3.33} y V’(E,E—zﬁ)s V’(1.5,-2.33),
y los extremos del eje menor son:

301 31
B(Eu,;)_ B(3.5,05) y F(E_z’i)_ B'(-0.5,0.5).

. F(1.5,2.5) (1.5, 3.33) B(3.5,0.5)
22| 2 % c(34) F'(1.5,-1.5) | V(L5 -2.33) | B’(-05,05)

Encontrar la ecuacién de la elipse con centro en C(2, 1),un foco en F(4, 1) y
excentricidad e = 0.8.

Solucién:
Como el centro y el foco estdn en la misma recta horizontal y = 1, la elipse es
horizontal.
La distancia del centro al focoesc=4—-2=2,
Para encontrar el valor de a utilizamos el hecho de que la excentricidad es
igual a £
08=

=l

entonces a=2.5y:
b =q"-c*=25"-2" =225,
luego b =/2.25 = 1.5.Asi que la forma simétrica de la ecuacién de la elipse es:

(x-2° (-1 |
6.25 225 )

La elipse 291 )

Figura 6.23
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Para graficarla, determinamos los vértices, los extremos del eje menor
y los extremos del lado recto.
Los vértices son:

V(2+251)=V(45,1) y V'(2-251)=V’(-05,1).
Los extremos del eje menor son:
B(2,1+15)=B(2,25) y B'(2,1-15)=B'(2,-05).
Los focos son:
F(2+2,1)=F(4,1) y F/(2-2,1)=F/(0,1).

Los extremos de los lados rectos estan arriba y abajo de los fo-
cos y se encuentran a una distancia de

B _235_

= 0.9
a 25

de ellos (figura 6.24);

(4,19), (4,0.1), (0.1.9), (0,0.1).

Fguira 6.24

Directrices de una elipse con centro en C(h, k)

Lasdirectrices de las elipses horizontales y verticales con centro en C(h, k) las pode-
mos obtener a partir de las directrices de las elipses con centro en (0, 0) mediante
la traslacién de ejes:



que hemos estado usando en este apartado, asi, a partir de la tabla (6.14) obtenemos:

Tipodeelipse  Directrices  Foco asociado
az

Horizontal x-h= ¥ F(h+c k)
2

Horizontal x—h--% F(h—c k)
2

Vertical y-k=— |Fhk+c)
3

Vertical y=k=-= | F(h k=)
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Las ecuaciones de las -)
directrices de unaelipse
horizontal con centro en
(hksonx—h=2y

x—h= —“T g

-
L

Las ecuaciones de las :']
directrices de unaelipse
vertical con centro en (h, k)
sony—k==£y

a €

y—k==&

1. Encontrar las ecuaciones de las directrices de la elipse
25x" +16y” —350x +96y - 231 =0.

Selucién:

Escribimos la ecuacion de la elipse en forma simétrica:

25(x* ~14x +49) +16(y* + 6y +9) = 231 +25(49) +16(9)

Es una elipse vertical con centro en C(7,-3),a=10,b=8y:

de donde:

25x” +16y° = 350x +96y = 231
25(x* -14x) +16(y* + 6y) = 231

25(x=7)" +16(y+3) =1600

25(x-7)

1600
(x=7) (r+3]

2
N 16{1y+3) i

600

64

100

=a*-b*=100-64= 36,
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Las ecuaciones de las directrices son:

a
e
_)" c
100
3=—
50
s
7=73
_4a

Y 3

y

2
y-k=-%
c

100

0 N i
¥ 6
50
=-=-3

4 3
__5
fmers:

Por tanto, las directrices tienen ecuaciones y =4y y=-3.

w
2
L]

o
w
w

En cada caso, escribe la ecuacion en forma simétrica y encuentra las coordenadas
de los focos, de los vértices y del centro. Grafica la elipse.

1. 9x* +4y* -90x-24y+225=0. 7.
2. 9x* +16y" +72x-224y +784 =0. 8.
3. x*+36y° +4x-432y +1264=0. 9.
4. x7+2y" -8x+8y+23=0. 10.
5, 2x° +y’ =24x-2y+72=0. 1.
6. 12.

¥’ +9y’ =10x+36y-20=0.

4x’ + y" +64x -6y +201=0.
27x" + y* +108x =10y +52 = 0.
16x* +9y* =32x =36y -92=0.
4x" +32y" + 4x+128y+65=0.
Xy +x+3y+2=0.

4x* +100y* — 20x + 280y+ 121=0.

Encuentra la ecuacién de la elipse cuyo eje mayor es PQ y cuyo eje menor es RS,

13. P(4, 6), Q(12, 6), R(8, 3), S(8,9).

14. P(-1,-9), Q(-1, 5), R(4, -2), S(—6,-2).

Encuentra la forma simétrica de la ecuacion de la elipse con los siguientes datos.

15. Vértices V(1,4), V’'(-5,4) y excentricidad e = 1.

16. Vértice V(3,-%), centro C(3,~1)y excentricidad e =%
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17. Centro C(1,4).foco F(1,-10)y excentricidad e = 3.

18. Focos F(4 ,3), F’(4,-1)y excentricidad e = £.

19. Vértices V(4, 0), V'(—4, 0) y pasa por el punto P(0, -3).

20. Focos F(10, 2), F(2. 2) v nasa por el punto P(6, 7).

21. Vértices V{%,S}, V’(2,3);focos F(11, 3), F'(7, 3).

22. Veértice V(=1, =3), centro C(-5, —3)y pasa por el punto P(—3,-3+ u’g)

23. Foco F[26,6),centro C(0, 6)y pasa por el punto P(0, 7).

24. Veértice V(-1, 4), centro C(-1, 9)y foco F(-1, 5).

25. Encuentra los puntos de interseccion de las elipses 16x” +25y> 400 =0 y
16x° +y' -16=0,

26. Halla los puntos de interseccién de la elipse 5x° +4y* =2x+4y-24=0
conlarecta x+4y-6=0.

27. Dalos puntos de interseccion de la elipse

x>+ 8y’ + 12x— 64y + 148 =Oyel circulo x* + y* +12x -8y + 43=0.

28. Encuentra los puntos de interseccién de las elipses x* +9y’ -9=0y
9x* +y'=9=0.

29. Dada la elipse 4x> +9y® =32x +54y +109 =0, encuentra la ecuacién del
drculo cuyo radio es el semieje menor de dicha elipse y cuyo centro es el
mismo que el de esta.

30. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el centro de la elipse
4x* +y* +8x +2y—31=0y porel punto P(1, 3).

31. Da la ecuacion de la pardbola que tiene como vértice el centro de |a elipse
3x” +2y’ +24x -32y +170 = 0,abrehaciaabajo y pasa por el punto P(-2,0).

32. Encuentra la ecuacién de la elipse que tiene como uno de sus vértices el
centro del circulo x* + y* =6x -7 = 0 y centro en C(10, 0) y excentricidad
e=1.

33. Halla las ecuaciones de las directrices de la elipse
81x* + 225y* + 18x — 450y — 7874 = (.

34. Da la ecuacion simétrica de la elipse con vérticesV(lE,%) y V'(—B,%) y una
de las directrices es x = 2,

Algunas aplicaciones de la elipse

Propiedad de reflexion de la elipse

La elipse tiene una propiedad de reflexién similar a la que tiene la parabola. Un rayo
que emana de un foco de la elipse se refleja hacia el otro foco (figura 6.26). En la
Gltima seccion de esta unidad demostraremos esta propiedad.

i“ ( Engranes elipticos. J

Se utilizan engranajes /\]
dipticos en maquinas
empacadoras, maquinas
automdticas, bombas y

Figura 6.26 medidoras de caudal.



@ 296 Geometrla Analftica

Coliseo romano. J

Museo Macional de San Carlns.J

de San Pablo.

Clpula en la caredral J

Esta propiedad se aplica en ciertos hornos de laboratorio para fabricar cristales.
En un recipiente en forma de elipsoide de revolucién, cuya pared interior sea de un
material altamente reflejante, se coloca una fuente de calor en uno de los focos de
la elipse y el objeto que se desea calentar en el otro foco. Como todos los rayos que
emanan de un foco se reflejan hacia el otro foco, después de un tiempo, el segundo
foco esta extremadamente caliente.

Arquitectura

El Coliseo de Roma, cuyo nombre en latin es Collosseumn, es un gran anfiteatro que se
empezd a construir el afio 70 d. C. bajo el mandato del emperador Vespasiano y se
terminé de construir el afio 80 d. C. con el emperador Tito. Tiene forma eliptica con
189 m de largo y 156 m de ancho. Encontrar la ecuacién de la elipse.

Solucién:
Como el largo es 189 m, entonces 2a = 189y el ancho es 2b = 156, de donde:

189
—T Y b=78.

Consideremos la elipse con centro en el origen, asi:

Ejemplos:

1. El Museo Nacional de San Carlos se encuentra en
la Ciudad de México, ocupa la casa construida en
el siglo xviil por el célebre arquitecto Manuel Tolsa.
Esta edificacion estd realizada en estilo neoclasico.
H patio central tiene forma eliptica.

2. Laplaza de San Pedro en el Vaticano es una elipse.
Sus focos estdn marcados en el piso con unos cir-
culos. Si una persona se coloca encima de uno de
ellos y ve hacia las columnas, solo ve una columna
en cada hilera, pero si las observa desde otro
punto, entonces ve tres columnas en cada hilera.

3. Otro ejemplo de la aplicacion de la propiedad de reflexion es el siguiente. En
una habitacién cuyo techo tiene la forma de un elipsoide, si dos personas estan
en ella y sus cabezas quedan en los focos, cuando una habla en voz baja, la otra
puede oirla, mientras que otra persona colocada en otro lado de |a habitacién
no la oird. Esta propiedad se utilizé tiempo atras en algunos conventos para
que los monjes pudieran confesarse mutuamente.

Algunos ejemplos de este tipo de construcciones son la Galeria de Susurros
en el exconvento carmelita del Desierto de los Leones, en la Ciudad de México,
y la clipula de la catedral de San Pablo, en Londres. En el Museo de Louvre, en
Paris, hay una sala con estas caracteristicas.

Plaza de San Ped o, J




La elipse 297 )

4. Hl Foro Internacional de Tokio construido en 1996 por el arquitecto uruguayo
Rafael Vifioly (1944), consta de cuatro edificios clibicos de distintos tamarios y
uno formado por dos elipsoides de vidrio y acero.

5. Uno de los arquitectos mas famosos de la actualidad es el britanico Norman
Foster (1935). En sus disefios utiliza elipsoides, paraboloides, etcétera. En 2002
construyd el Ayuntamiento de Londres.

L ]

Propiedad de reflexion de )
la elipse: si un rayo emana
de un foco de laelipse, se
reflejaen ella hacia el otro
foco.

tAyuntamlento de Londres. L Foro Internacional de Tokio,

6. El Puente de Piedra en Logroiio, Espafia fue disefiado por el ingeniero Fermin
Manso de Z(ihiga e inaugurado en 1884. Tiene 198 m de largo y 7 bovedas elipticas.

. L Puente de Piedra en Logrofio.

Medicina . )
En 1980 el Dr. Christian

En medicina se aprovecha la propiedad de reflexion de la elipse para disolver me-  chaussy efectud la primera
diante ultrasonido los célculos renales. Se introduce al pacienteen unatinallenade  itotripsia extracorpérea
agua en forma de elipsoide de manera que el lugar donde estd el cilculo quedeen = el Hospital Universitario
uno de los focos de la elipsoide. En el otro foco se pone unasonda que emite sonido <= Munichyeniosals
de alta frecuencia. Las ondas ultrasénicas, al concentrarse en el cilculo, hacen que ;?;:;'a’;:f JE:IE::ZE“&
este se rompa y el paciente puede eliminarlo en la orina. Este método se conoce ., 1 taban con el

como litotripsia extracorpérea. equipo para hacer el
procedimiento.

1. Un grupo de investigadores de la UNAM, encabezados por los doctores
Achim M. Loske y Fernando E. Prieto Calderén, hizo un aparato para disol-
ver calculos renales en perros que llamaron Mexilit. Es un generador de on-
das de choque del tipo electrohidraulico que consiste en una tina de fibra
de vidrio en cuyo centro esta un reflector de acero inoxidable con forma de
semielipsoide.

Solucion:
Con losdatos del problema, tenemosque a= 12y b=8.6=% =2 ,asila
ecuacion de la elipse es:
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B
C
D 0
Fgura 6,27

Elipsoides. J

Astronomia

Una de las principales aplicaciones de la elipse se da en la astronomia. Cuando
Johannes Kepler estudiaba los movimientos de Marte, vio que al aplicar el modelo
de Copérnico de orbitas circulares alrededor del Sol los calculos discrepaban ligera-
mente de la posicién real del planeta en el firmamento. Por lo que intentd ajustar
la 6rbita a otras curvas y, finalmente, encontré que la elipse se ajustaba en forma
maravillosa. Asi obtuvo su primera ley del movimiento de los planetas. En realidad,
Kepler tuvo una suerte enorme, ya que Marte es uno de los planetas con érbita de
mayor excentricidad. Si en lugar de Marte hubiera decidido estudiar a Venus, cuya
orbita es practicamente circular, posiblemente nunca hubiera descubierto sus leyes
del movimiento.

Las tres leyes sobre el movimiento planetario de Kepler son:

b Los planetas se mueven en 6rbitas elipticas, uno de cuyos focos es el Sol.

b Los planetas barren areas iguales en tiempos iguales. Es decir, en la figura 6.27,
si el tiempo que tarda el planeta en ir de A a B es igual que el que tarda en ir
de Ca D,entonces el drea OAB es igual al &rea OCD.

b H cuadrado del periodo de un planeta (el tiempo que tarda en dar una vuelta
completa alrededor del Sol) es proporcional al cubo de su distancia media al Sol.

Kepler encontrd sus leyes empiricamente, pero fue Newton, mediante el cdlculo
diferencial que acababa de inventar y su modelo de gravitacién universal, quien
demostrd dichas leyes.

En la tabla de |a siguiente pagina aparece la excentricidad de las érbitas planeta-
rias, asi como la distancia media del planeta al Sol, medida en unidades astronémi-
cas (UA). Una unidad astrondmica es, por definicién, la distancia media de la Tierra
al Sol. La distancia media de un planeta al Sol es el semieje mayor de la elipse (a).
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Planeta Excentricidad Distancia media (ua)

Mercurio 0.206 0.387
Venus 0.007 0.723
Tierra 0.017 1
Marte 0.093 152
Jipiter 0.048 5.2
Saturno 0.054 9.54
Urano 0.047 19.18
Neptuno 0.009 30.06

En la siguiente figura vemos las érbitas de los primeros cuatro planetas de la
tabla. El Sol esté en el origen y la escala de los ejes esta en unidades astronémicas.
Observamos que aunque son elipses, su excentricidad es muy pequefa, por lo que
se ven casi circulares.

Tierra

Figura 6.28

Hasta 2006 Plutén fue considerado el décimo planeta del sistema solar. Ese afio,
la Unién Astrondmica Internacional lo reclasificdé como planeta menor. La excen-
tricidad de la érbita de Plutdn es de 0.25 y su distancia media al Sol es de 39.44 UA.

Si medimos en afnos terrestres el tiempo que tarda un planeta en dar la vuelta
alrededor del Sol, la constante de proporcionalidad de la tercera ley de Kepler es 1,
es decir, la formula de la tercera ley es:

donde p es el periodo y a es el semieje mayor de la elipse.

1. Encontrar la diferencia entre el semieje mayor y el semieje menor de la 6r-
bita de la Tierra si el semieje mayor es cercano a 149 600000 kilémetros.

Solucién:
En la tabla anterior vemos que la excentricidad de la 6rbita terrestre es:

gm S w0017,
a
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entonces:

c=00174.

De donde:

b=+a'-¢ =[a*(1-0017" ) = 4,/0.999711 = 0.999855a = 149578 308 km,
asi que la diferencia entre el semieje mayor y el semieje menor es:
149600000 — 149578308 = 21 692 km,

que es menos de dos veces el diametro de la Tierra, es decir, es insignifi-
cante comparada con el tamaiio de la érbita.

2. Encontrar el periodo de Urano.

Solucién:
La distancia media de Urano al Sol es a = 19.18 ua, asi que su periodo, de
acuerdo con la tercera ley de Kepler es:

p=+19.18" =84 afios.

No sélo los planetas satisfacen las leyes de Kepler, sino también todos los
cuerpos que giran alrededor de otros; por ejemplo, los cometas que giran
alrededor del Sol, los satélites que giran alrededor de los planetas, y el Sis-
tema Solar que gira alrededor de la Via Lictea. La constante de proporciona-
lidad de la tercera ley depende basicamente de la masa del cuerpo central.

v
o
-

e
W
wl

. Encuentra el radio menor (en unidades astrondmicas) de las 6rbitas de:

a. Marte.
b. Mercurio.
c. Pluton.

. Halla el periodo de;

a. Mercurio,
b. Saturno.
c. Neptuno.

. El cometa Halley tarda 76 anos en dar una vuelta alrededor del Sol, da su dis-

tancia media al Sol.

. Si la excentricidad de la érbita del cometa Halley es e = 0.97, encuentra su

distancia maxima y minima al Sol.

. Traza, en el mismo sistema coordenado, las 6rbitas de Neptuno y de Plutén,

colocando el Sol en el origen de coordenadas de tal manera que sea un foco
de las elipses. Puedes usar Geolab para ello.
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6. Unapuerta tiene la formade un arco eliptico, es decir, estd formada por me-
dia elipse. En la base mide 2 metros de ancho vy la altura en el centro es de
4 metros. A través de ella deseamos pasar una caja de 2 metros de altura.
iCudl es la anchura maxima que puede tener la caja?

7. Una galeria tiene paredes verticales de 1.5 metros de altura y un techo abo-
vedado en forma de medio elipsoide. Los focos, que estan a una altura de
1.5 metros sobre el piso, estan separados por 4 metros. Si la altura de la cons-
truccién en el centro de la bdveda es de 3.5 metros, jcuanto mide su eje mayor?

8. Un puente eliptico tiene una alturade 21 my un ancho de 100 m. Determina
la ecuacion de la elipse.

9. El anfiteatro de Pompeya se construyd en el afo 80 a. C. y debido a que la
lava del volcan Vesubio enterro la ciudad en el afio 79 d. C, las edificaciones
se conservaron casi intactas. Las dimensiones de la elipse de su arena son
66.65 m de largo por 35.05 m de ancho. Determina la ecuacién de la elipse
de la arena considerandola horizontal y con centro en el origen.

10. La construccion de la plaza de San Pedro la realizd el escultor, arquitecto y
pintor italiano Bernini entre 1656 y 1667. La plaza es eliptica y sus dimen-
siones son 320 m de largo por 240 m de ancho. Determina la ecuacién de la
elipse de la plaza considerdndola horizontal y con centro en el origen.

wv
=]
=
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wl

Otra interpretacion de la definicion de la elipse

Observemos nuevamente las ecuaciones (6.17) y (6.18):

2

(x-h) (y- .I'c:lE (x—h)* (y-k)°

—Esf = y : =1.
a b ’ b a

Proporcionemos otra interpretacion de estas ecuaciones. Si el centro de la elipse
es C(h, k),entonces el eje horizontal de |a elipse es la recta y = k, y el eje vertical es
la recta x = h. Luego, si P(x, y) es un punto de la elipse, el término (x - h)’ esel cua-
drado de ladistanciade Palarectax=hy {y o k) es el cuadrado de la distancia T\ Anfiteatio de Pompeya.
dePalarectay=k.

En general, si £ es |a recta que contiene los focos de la elipse, £” es la recta per-
pendicular a £ que pasa por el centro de la elipse, 2a es la distancia entre los vértices
y 2¢ es la distancia entre los focos; la ecuacion de la elipse es:

‘DEt) DR _
a* 3 (6.20)

donde b’ = @° - ¢*, o bien:

-
\

¥

(y , 0¥

(6.21)

donde (x’, ¥) son las coordenadas de Pcon respecto a los ejes £, £ (figura 6.29).
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Esta manera de ver la ecuacién de la elipse es particularmente (til cuando los
ejes de la elipse no son paralelos a los ejes cartesianos.

¥, £
» P( Y)

Figura 6.29

1. Encontrar la ecuacién de la elipse cuyos focos son F(4, 5) y F'(4,-1) y la
distancia entre los vértices es 10.

Soludon:

El centro de la elipse C(4, 2) es el punto medio de los focos, entonces
el eje focal es x = 4y el egje no focal s la recta y = 2; la distancia focal es
2c =6y 2a=10, asl que:

Mi;h-O'\H::
|4

b= \'52“" 2 =4)

entonces la ecuacién de la elipse es (figura 6.30):

C]
—

t
§
:’:\f

Fgura 6.30

(x-4) +(;.a--z)2 ;
16 25 '

2. Encontrar la ecuacién, en su forma general, de la elipse cuyos focos son
F’(0,0) y F(2, 2) y su eje mayor mide 4.

Solucién:
El eje mayor esta contenido en la recta que contiene los focos:

y==x.

El centro de la elipse es el punto medio entre los focos C(1, 1), el eje me-
nor esta contenido en la recta perpendicular a la anterior que pasa por el
centro de la elipse:

y=-x+2.
Como el eje mayor es 2a = 4, el valor de g es 2, entonces la distancia entre
los focos es:

2c=+22+22 =8 =22, J
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asi que c=ﬁ,y:
b=\2 -(v2) =2

Al sustituir estos valores en la ecuacién (6.20), obtenemos:

(2] ()

2 4
(x=0) | (x+y-2)
4 8

Desarrollamos los cuadrados y multiplicamos por 8 para eliminar los de-
nominadores:

2(::2 -2xy+y2)+x2+2xy-—4x+y2-4y+4=8,

pasamos todos los términos al primer miembro de la ecuacién y obtene-
mos (figura 6.31):

3x’ = 2xy+ 3y’ —4x-4y-4=0.

Es muy importante hacer notar que en la ecuacién anterior aparece un
= término en x). En la Unidad 8. La ecuacion de segundo grado, veremos Fgura 6.31

gue la presencia de este término indica que los ejes de la cdnica no son

paralelos a los ejes cartesianos.

En cada caso, encuentra la ecuacion de la elipse con los datos indicados. Utiliza
la férmula (6.20).

Wy
L
1

=
L
L

Focos F'(1, 1), F(5, 7) y eje mayor 10.
Focos F'(-1, 2), F(-9, 6) y eje mayor 12,
Focos F'(—4, 1), F(4, —1) y eje mayor 14.
Focos F'(3, 6), F(5, 8) y eje mayor 6.
Focos F’(-7,-3), F(-5,-3) y eje mayor 6.
Focos F'(27, 5), F(29, 1) y eje mayor 16.
Focos F'(-3, 18), K1, 22) y eje mayor 10.
Focos F'(-3,-5), F(3, 5) y eje mayor 12.

B0 ~J &h R B W R -
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AY

Agura 6.32

%

Fgura 6.33

Desigualdades y la elipse

Dibuja la region del plano determinada por la desigualdad:

3]

5x*+9y* —100x+72y+19<0.

Solucién:
Escribimos la desigualdad como:

9 2
{’C";z} +(J‘2+54]' <L

Primero dibujemos la curva (figura 6.32):

(x-2f (+4f |
9 25

Vemos que se trata de una elipse vertical con centro en C(2, -4), semieje mayor
a=>5y semieje menor b = 3.
La elipse divide el plano en tres conjuntos:

) Elde los puntos que estan en la elipse (figura 6.34).

» El de los puntos que estan dentro de la elipse (figura 6.35).

» El de los puntos que estan fuera de la elipse (figura 6.36).

Consideremos ahora cualquier punto P(x, ¥) que no esté en la elipse; por ejem-
plo, que esté dentro de ella.

Trazamos la recta que pasa por C y P. Llamamos Q(xl ¥ ) al punto en que se
cortan dicha recta y la elipse (véase figura 6.32).

De acuerdo con la ecuacion (6.20), {xl - 2] y { Yo+ 4]2 son loscuadrados de las
distancias de Q a los ejes de la elipse. Como P esta mas cerca de los ejes de la elipse
de lo que estd Q, entonces:

(x-2V <(x,-2) vy (y+4) <(y,+4),
por lo que podemos completar:

(=2 (yedf _(5-2] (n+)
9 25 9 25

2

ya que QQ esta en la elipse.
Por lo que todos los puntos que estan en el interior de la elipse satisfacen:

2 2
{x-;z} +()‘;54]' 1,

La region determinada por la desigualdad se observa en la figura 6.33.
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Una elipse divide el plano en tres conjuntos:
b El de los puntos que estan en la elipse (figura 6.34).
b Eldelos puntos que estan dentro de la elipse (figura 6.35).
» El de los puntos que estan fuera de la elipse (figura 6.36).

Y A Y A Y A

5 e e =—1———=s
X X X

en dentro fuera
Agura 6.34 Agura 6.35 Figlira 6,36

Consideremos una elipse horizontal:
(x=hP, =kP _ .|
7 B A .
. a (622)
los puntos que estan en la elipse son los que satisfacen la igualdad. Ya

Ahora veamos lo que pasa con los puntos que no estan en la elipse. Tomemos un Q
punto P(x, y) dentro de la elipse, como se muestra en la figura 6.37. P i
Prolongamos el segmento que une el centro Cde la elipse con P, hasta que corte < C
la elipse en Q(.acI Y }. Este punto satisface la igualdad (6.22). =

Deacuerdo con la ecuacién (6.20), {xl = h)z y { N k]g son los cuadradosde las

distancias de Q a los ejes de |a elipse. Como Pesta mas cerca de los ejes de la elipse
de lo que esta @, entonces:

Fgura 6.37

(x=h) <(x,=n)" y (y=k) <(n-k),

entonces:

(e=hf (o-h) =k (-]
a a b b

Y, por tanto,

(";.f‘) AL ) I Y

b’ a b
Asi que todos los puntos del interior de |a elipse satisfacen la desigualdad:

(e=h) -k}
a b
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Con un argumento similar, podemos ver que los puntos que estan fuera de la

elipse satisfacen la desigualdad contraria.
Para las elipses verticales obtenemos criterios similares. En resumen:

» Un punto P(x, y) estd en la elipse si satisface:
Pensamient

z 2 2 i
critic Gl S Vind I O ) N €2l 6
Siun punto A(x y) a b a b
satisface la desigualdad
(xd-l-'!)z r gz;lk)l > 1, zen qué seglin sea el tipo de elipse.

regi6n se encuentra? » Un punto P(x, y) estd dentro de la elipse si satisface |a desigualdad:

) N V) PP . N i
a b a b

seglin sea el tipo de elipse.
» Un punto P(x, y) esta fuera de la elipse si satisface la desigualdad:

ok =R |, O=R Gn)
a’ b’ a b’

seglin sea el tipo de elipse.

1. Traza los conjuntos determinados por la elipse
= x*+9y* + 12x+ 36y + 63 = Oy describe analiticamente dichos conjuntos.

Solucién:
Escribimos la ecuacion de la elipse en la forma simétrica:

(xz+12x+36)+9(y2+4y+4)=~63+36+36
(Jc+15)2-|-9{y+2]2 =9

(x+ 6)2 2
——+{y+2) =1
Yp 9 (?’ )
— &5 2 X Se trata de la elipse horizontal con centro en C(—6, —2), semieje mayor
=4 a =3y semieje menor b= 1,
-4 Los puntos que estan en la elipse satisfacen la ecuacién (figura 6.38):
Figura 638
(x 6) +{y+2} =1
YA,
-10 - 4 -2 it
03 ¢ 5 X los puntos que estan dentro de laelipse satisfacen la desigualdad (figura 6.39):

4
2
Fgura 6,39 @4-{))4-2}2 <1
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y los puntos que estan fuera de la elipse satisfacen la desigualdad (figura 6.40):

e

2 -10 8 6 4 -2 |y

2 a(yazy o1 -
4

Figura 6.40

. Trazalaregién que seencuentradentro de 4x” + 56x+ 9y* —54y+ 133 =0,
fuerade y’ —6y —8x +1=0yfuerade y* —6y+ 8x + 89 = 0. Escribe las
desigualdades que describen la regidn.

Solucidn:
Identificamos cada una de las curvas al expresar su ecuacion en la forma
simétrica.
La primera curva:
4x" +56x+9y" =54y +133=0
4(x2 - 14x+49)+9{y2 -6y +9)= -133+4(49) + 81
4(x+7) +9(y-3) =144

(x+7)  (r=3) _,

36 16
es una elipse horizontal con centro C(-7, 3), semieje mayor 6 y semieje
menor 4.
La segunda curva:

y -6y-8x+1=0
y —6y+9=8x-1+9

(y-3) =8(x+1)

es una parabola horizontal con vértice en V(—1,3) y abre hacia la derecha.
La tercera curva:

y' -6y+8x+89=0
Y =6y +9=-8x-89+9
(y-3) =-8(x +10)

es una parabola horizontal con vértice en V(-10, 3) y abre hacia la iz-
quierda.
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Los puntos que se -)
encuentran dentro de la
elipse conecuacion

(x -.l'ri" L 'J;'i =1,

a y
satisfacen la desigualdad
(x=hy, =k <1

a b

Los puntos que se ‘)
encuentran fuerade
la elipse con ecuacién
(x=h) , (y=k)f -

@ B
satisfacen la desigualdad
P L @-kF 4

by

Ejemplos

Las desigualdades que describen la region son:
5 z
(x+7) +{y«-3] -
36 16
(y-3) >8(x+1)
(y - 3)2 > -8{x+ 10).

La regién es:
Y A

10 /
51

Figura 6,41

v
o
.

b
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wl

6.

. Traza la regién que esté fuera de la elipse 4x* +9y* =16x - 20 =0y dentro

del circulo x* + y* —4x -5 = 0. Escribe las desigualdades correspondientes.

. Traza la regi6n que esta dentro de 4x> + y* + 8x— 16y + 52 =0y de

x*— 14x — 4y + 41 = 0, yabajo de la recta con pendiente cero que pasa por
el punto P(8, 2). Escribe |as desigualdades correspondientes.

Traza la regién queests dentro de ¥’ —y=0,fuerade ¥’ + y* + 6x — 6y +2=0

y debajo de la recta que pasa por los puntos P(—1, 6) y Q(4, 0).Escribe las
desigualdades correspondientes.

Traza la region que consta de los puntos que se encuentran dentro de la elipse
225x” + 64y” — 2250x + 128y — 8711 =0, fuera del circulo &* + y? — 16x+ 15=0y
fuera dela parabola x* — 4y + 4 = 0.Escribe las desigualdades correspondientes.
Traza la regién que consta de los puntos que se encuentran fuera de la elipse
4x* +9y* — 24x+ 108y + 324 = 0y dentro delas paribolas y* + 8x— 12y+ 12 =0y
¥ —8x + 10y — 23 = 0.Escribe las desigualdades correspondientes.

Traza la regién que consta de los puntos que se encuentran fuera de la pa-
rabola x* - y —1=0, dentro del circulo x* + y* - 4 = 0,dentro de la elipse
x’+6y’ —=6=0yarribade larecta 3x - y+1= 0. Escribe las desigualdades
correspondientes.

. Traza la regién que consta de los puntos que se encuentran dentro de la elipse

16x> + y* — 160x + 4y + 388 =0, fueradel circulo x* + y* — 10x+ 6y + 33=0
y fuera de la parébola y* — 6x + 4y + 28 = 0. Escribe las desigualdades corres-
pondientes.




Recta tangente a una elipse

Recordemos que en el apartado de la tangente al circulo vimos que una recta £ es
tangente a una conica en un punto P de la misma, si la corta (inicamente en Py to-
dos sus demas puntos estan en una sola de |as regiones determinadas por la conica.

En la figura 6.42 la recta corta la elipse en dos puntos, una parte de la recta esta
dentro de la elipse y otra parte esta fuera de ella; en cambio, en la figura 6.43, larecta
toca a la elipse en un solo punto y el resto de ella queda fuera. En la figura 6.44, la
recta no toca a la elipse, es decir, toda la recta esté fuera de ella.

Y Y 4 Y A

s
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Figura 6.42 Figura 6.43

T AN N

Agura 6.44

%

1. Encuentra los puntos de interseccion de la recta 5x + 3y + 10=0yla
3 F]
=5
(x+8) +(y ) i
25

elipse

Solucién:
Para encontrar los puntos de interseccion de la recta con la elipse, debe-
mos resolver el sistema:

2 3

(x+8) +[y 5) _§
9 25

5x+3y+10=0.

Despejamos y de la segunda ecuacién:

(5x+3y+10=0
3y=-5x—10
y=-2 x-10

L 3 3 =) {6 2 3)
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Sustituimos este valor de y en la primera ecuacion del sistema:

(x+8) i (-3x-2-5)
9 25

2
25(x +8)" +9 -gx—i—s =25(9)

=1

25(x +8)" +(-5x-25)" =25(9)
25(x +8)" +(=5)"(x+5)" =25(9)
(x+8) +(x+5)" =9
2 +16x+64+x" +10x+25=9
2x* +26x+89-9=0
2x° +26x+80=0
2 +13x+40=0
(x+8)(x+5)=0

de donde:

Sustituimos estos valores en (6.23) y obtenemos:

Y“ Slx=_8
7 10 5 10
8 y=-—(-8)-—=10.
Q 6 3 3
4
2 Six=-5

-12-10 -8-6 4-2 ' yx 5 10
}’=*5(*5)“?= .

Figura 6.45

Asi, los puntos de interseccién tienen coordenadas P(-8, 10) y Q(-5, 5)
(figura 6.45).

2. Encuentra los puntosde interseccion de la recta2x + 3y — 6 =0y la elipse
4x* +5y° +12x-2y-16=0.

Solucién:
Para encontrar los puntos de interseccion de la recta con la elipse, debe-
mos resolver el sistema:
4x*+5y" +12x-2y-16=0
2x+3y—-6=0.
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Despejamos y de la segunda ecuacion:
[ 2x+3y-6=0 \
3y=-2x+6

T 6
4 3 3

2
=== x+2

Y 3

(6:24)

Sustituimos este valor de y en |a primera ecuacién del sistema:
2 ] 2
4x* +5(—§x +2J +12x —2(—5.:: +2)—16 =0
4x* +5(E:c2 - §x +4)+12x —2(—Ex +2)—16 =0
9 3 3
2 4
4x° +—0|::;:2 —ﬂx+20+12x+gx—4—16 =0

2
4x2+—0x2 =0 Y
9 3

P
x2(4+ﬂ)=0,
9 1

de donde x = 0. Sustituimos en la ecuacion (6.24): w 2 x

2
Y= “5(0)"'2 =2. Figura 6.46

Por tanto, la recta corta la elipse en el punto P(0, 2) (figura 6.46).

La tangente a la elipse tiene una propiedad similar a la de la tangente a la pardbola
que veremos a continuacién (figura 6.47).
Dado un punto P, en la elipse,

la bisectriz del &ngulo formado por la recta FPy la recta F'P que, con excepcion Y,

de P, contiene sélo puntos de fuera de la elipse, es la rectatangente a la elipseen £/ \R ¢

e punto P. P
En lafigura, 6.47 £” es la bisectriz del angulo formado por las rectas £ y £, mien- Q

tras que el punto simétrico de F’, con respecto a £”, es R. Para ver que £” es la >

recta tangente a la elipse, debemos ver que para cualquier punto Q # P de ella, & _y X

Q estd fuera de la elipse (figura 6.47):
d{F,Q}-i- d(F ,Q)=d F,Q)+d(Q,R} Figura 6.47

(
d(F.R)

(

(

Eh‘

v

d(F,P)+d(P.R)
= d(F,P)+d(P,F )=2a,
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asi que:
d(F,Q)+d(F .Q)>2a

por tanto, Q esta fuera de la elipse.
Entonces, para encontrar la ecuacion de la recta tangente a la elipse en el punto
P, lo que debemos hacer es encontrar la ecuacion de la bisectriz arriba mencionada.

Al hacerlo obtenemos:

i — : ) » Caso de la elipse horizontal con centro en C(0, 0).

La rectatangenteala

elipse £ + T =1lenel Supongamos que la ecuacion de la elipse es:
unto P(x,, y,)tiene
Ecuacit)r.t I“ I--- L | i i_
o4l =1, + 1
a b az b2
y P(xl, yl) estd en la elipse. Entonces la ecuacion de la recta tangente que
pasa por Pes:
xlx + ﬁ; 1
) (625)

La rectatangente ala ) » Caso de la elipse vertical con centro en C(0, 0).
| Se intercambian los papeles de ay by obtenemos:

elip&e— + ~_— =lenel
punto Pt_xh ¥, )tiene
ecuacion 22 + =1, 24 )il;!t= 1.
Ca b a (6.26)
En resumen, en ambas situaciones cambiamos x* por x,xy y* por y,y.
5
xz yz
1. Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la elipse a 4+ i 1enel
V3
punto P| L— |.
2
Solucién:
Ya Sustituimos las coordenadas del punto P en la ecuacién (6.25):
P
1)x
\ Q_ + (ﬁ] =1,
=3 —R_} —1/1 X 4 2
Simplificamos y obtenemos (figura 6.48):
Fgura 6.48

x+2\/§y—4=0.

v

Veamos ahora cudl es la ecuacion de la recta tangente en el punto P(Jr:1 WY )de la
elipse vertical con centro en C(h, k).



Trasladamos los ejes para que el origen quede en C, mediante la sustitucion:

X'=x-h 'y y=y- kl (627)
las coordenadas de Pcon respecto a los nuevos ejes son:
xi=xi-h y - k) (6:28)
como la elipse es vertical, entonces, por (6.26):
+ 22X -,
G

sustituimos x’, y” de acuerdo con (6.27) y x1, yi de acuerdo con (6.28) y obtene
mos la ecuacién de la recta tangente a la elipse vertical en P|x,,¥, ):

Ca-Rx=h) , (=Ko=K _,
b? a (6.29)

De igual manera podemosencontrar la ecuacion de la recta tangente a unaelipse
horizontal en un punto P(J«:1 ¥ ) dado.

[ a-hx-h , (h-Bo-k _,

2 .
h a J

(6.30)
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La rectd td.ngente a Id. :)

'1';

elipse &=hr L O=k) _
lenel punto PU h)

tiene ecuacién
= BMx—h) | (= KHy—K) _ 1

at s

L ]

La recta tangente a Id )

‘rl'ﬂ l'lh.

eilpse =1len

el punto P(A. Wi ]
tiene ecuaciéon
(= hMx—h)

d (¥, = i.}[_1' ~k) _ 1
¥ a’

1. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la elipse
4x* + y* — 8x + 8y+ 16 =0 en el punto P(2, 4).

Ejemplos

Solucién:
Escribimos la ecuacion de la elipse en la forma simétrica:

(x-1) (r+4) _
1 4

Podemos comprobar que, en efecto, P(2, —4) esta en la elipse al sustituir
sus coordenadas en la ecuacion:
2 i l 2 2
(2-1f (-a+af _
1 4

0=1

Como la elipse es vertical, utilizamos la férmula (6.29):

(2-1)(x-1) (-4-(-4))(y-(-4)) _
1

asi que la recta tangente a la elipse en P(2, —4) es la recta vertical x =2
(figura 6.49).

Figura 6.49
™~
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Pensamient
Critic

9
E;limtoP[ . ,4}Erte_r;iec_ea

pse vertical ——+-—=1.
Unfoco de estaes F(0,-4). La
recta perpendicular a PF que
pasa por F corta la directriz
del lado de ese foco en
Q10, - 2. ;Qué propiedad
tiene la recta PQ, respecto a
laelipse?

2. Encontrar la ecuacién de la recta que une el punto P{12,%) con el centro
dela elipse 9x” +25y" —108x + 150y - 351 = 0,y la ecuacién de la recta
que pasa por el foco con abscisa positiva y es perpendicular a la recta tan-
gente a la elipse en el punto P. jQué coordenadas tiene el punto Q donde
se cortan estas rectas? Demostrar que Q estd en la directriz correspon-
diente a ese foco.

Solucién:
Escribimos la ecuacién de la elipse en la forma simétrica:

9x* —108x +25y” +150y = 351
9(x2 -12x +36)+ 25(;\»2 +6y+9)= 351+9(36)+25(9)
9(x-6)" +25(y+3) =900

(x-6)"  (r+3)
100 ° 36

2

asf la elipse es horizontal, con centro en C(6,-3),
a’ =100, b'=36, c’'=a"-b"=100-36=64,
es decir,
a=10, b=6, c=8.
Los focos son:
F(6-8,-3)=F(-2,-3) y F(6+8,-3)=F(14,-3).

La ecuacién de la recta que une al punto P{l2,§) con C(6, —3) es:

9

y+3=(f’:3 ](x—ﬁ]

2-6
_4 %
Y=

La ecuacién de la recta tangente a la elipse en el punto P(12,§) es:

(5 =)x=H) , (1, =Ky =K) _|

a’ b*
(12—6}(x—6)+(§+3](y+3)_1
100 36
6(x=6) 2(y+3)
100 15
— E(1_3(x—6))
2 50
9 36
y=———x+_.




La pendiente de esta recta es m = —5;, entonces la pendiente de una
recta perpendicular a esta es m, = 2. De donde la ecuacién de la recta
que pasa por F(14, —3) y es perpendicular a la recta anterior es:

y+3= %Q(x— 14)

-20, 307
y=9%= -

Para encontrar el punto de interseccion de estas rectas las igualamos:

4 39 20 307
-_—— e Y ——

5 5 9 9
37
X=—.
2

Sustituimos este valor en la primera ecuacién:

_E(E]_E_T
=517 5

Asi, Q(Z,7). 1a ecuacién de la directriz es:

Por tanto, Q{Z—ﬂ?) es un punto de la directriz (figura 6.50).

2
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Pensa‘mient

critic

Considerauna elipse y un
punto Pcualquiera, jes
posible trazar la tangente a

la elipse, que pase por P?

Pensa.mient

critic

jCuantas tangentes auna
elipse se pueden trazar
desde un punto P que se
encuentra fuerade ella?

‘ /
P
- 5 10 20
5 C
-10

M\F

Figura 6.50

Pensamient

ERICIE

Consideralaelipse
%+ !%W =1, ;Dénde
debe estar el punto de
tangencia P paraque

la rectaque une Pcon

el centro de laelipse

sea perpendicular ala
tangente?

Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la elipse en el punto indicado.

Ejercicios

1. x*+4y" - 48y +80 =0, en el punto P(0, 10).

2. 3% +y* =2y -5=0,en el punto P(\E,z).

3. 4x* +7y" —40x+ 42y +135=0,en el punto P(%,-2).
4. 8x* +9y* =32x+54y+41=0,enel punto P(1,-2).

5. 10x” +3y’ +20x+12y—-8=0, en el punto P(:?;-l,ﬂ).
6. x> +5y" +14x-30y +69 =0,en el punto P(-?-—Jg,l).
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w
L
8

=
w
(TT]

7. Encuentra lasecuaciones delasrectas tangentes a la elipse cuya ecuacion ge-
neral es81x” + 144y - 972x - 576y — 1692 = 0,en el punto P(l:!,z + %ﬁ),
yen el vértice cuya abscisa es 14. Encuentra el punto Q donde se cortan am-
bas tangentes. Calcula la pendiente de la recta que pasa por el otro vértice
y el punto Py la dela recta que pasa por el centro de la elipse y el punto Q.
JQué puedes decir de estas rectas?

8. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse cuya ecuacion general
es 16x” +25y* =32x 4+ 200y +16 =0, en los extremos del lado recto que
pasa por el foco F'(-2, —4). Demuestra que el punto en el que se cortan estas
tangentes se encuentra en la recta que contiene el eje mayor de la elipse.

9. Da las ecuaciones de las rectas con pendiente igual a 22 que son tangentesa
la elipse cuya ecuacién general es 144x> + 25y + 2304x — 250y + 6241 = 0.

10. Encuentra las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse cuya ecuacion
general es 3x” + y* + 24x + 8y +37 = 0, y que son perpendicularesa la recta
x+y+1=0.

11. Dados una elipse y un punto Q fuera de ella, es posible encontrar las ecua-
ciones de las rectas tangentesa la elipse que pasan por el punto Q. 5i Q estu-
viera dentro de |a elipse no seria posible trazar una tangente a la elipse que
pase por el punto, ya que cualquier recta que pase por Q corta la elipse en
dos puntos. Considera la elipse 2x” + y* —=28x +4y+98 =0 y |os puntos
Pl6,-1)y Q(9+ V2 ,-4;. Encuentra, si es posible, las ecuaciones de las rec-
tas tangentes a la elipse que pasan por el punto correspondiente.

Ecuaciones paramétricas de la elipse

Un movil recorre una curva de manera que en cada tiempo £ su abscisa vale 4 cost
y su ordenada vale sent. Supongamos que el tiempo se mide en segundos y que
0 <t < 2x. Describir la curva recorrida por el movil.

Solucién:
Tenemos una funcién de un intervalo de tiempo en el plano, de manera que a cada
instante le corresponde un punto en el plano, el punto en donde se encuentra el
maovil en ese momento.

Tenemos dos funciones en la variable f:

\x(t) = 4cost, Ht) = Senr,| (631)

que describen la abscisa y la ordenada del punto donde esta el mévil en el instante ¢,
Al trazar unos puntos para algunos valores de f, notamos que la curva parece ser
una elipse en la que el radio mayor a vale 4 y el radio menor b vale 1 (figura 6.51).

w 5wl 3wl2 Twi4




4 g 2 4 X.

Figura 6.51
Para comprobarlo, partimos de la identidad trigonomeétrica:
cos’t+sen’t=1,

y sustituimos cost y sent por el valor para ellos obtenido en las ecuaciones paramé-
tricas (6.31):

%‘L P =,

asi que, efectivamente, para cada t los puntos (x(t), y(t)) satisfacen la ecuacién de
la elipse (figura 6.52):

Aglira 6,52

Consideremos la elipse horizontal con centro en C(h, k) cuya ecuacion es:

(x-h) +(y-—k}2
a b

=1,

Esto significa que el punto:

x;hz;k)
Q(a’b

esta en el circulo con centro en (0, 0) y radio 1, cuyas ecuaciones paramétricas son:

(cost, sent).

La elipse 317 )
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Unas ecuaciones )
paramétricas de laelipse

[x—lr'l}2 a2 [1'—‘k}'l = 1son
3 ¥

.m:‘] =h+ aost, t)=k+ bsent.

Unas ecuaciones )
paramétricas de laelipse

x—hY , -kF _ 1¢an
[ ) .

xt)=h+ beost, t) =k + asent.

La siguiente rutinaen )
Visual Basic dibuja laelipse
del primer ejemplo:

Fscala = 100

®) = 2000

y0 = 2000

pi = 3.14159

k=100

PSet (5, 1)

Fort=0To k

x = x(+Escala*(1 + 4 * Cos(2
*pi*t/k))

y=y0-Escala*(-2 + 3 * 5in(2
“pi*t/ k)

Line -(x, y)
Next

La variable Escala
permite dibujar la elipse
del tamafo deseado en la
pantalla.

Al dibujaren
@mputadora, hay que
tener cuidado con las
mordenadas, yaque el
origen estd en laesquina
superior izquierdade la
pantalla y la parte positiva
del eje Y apunta hacia
abajo; es poreso que hay
que utilizar las variables
h, k para llevar lafigura
al centro de la pantalla y
poner un signo (—)en el
calculo de y.

Como Q estd en circulo, entonces:

el N y 2K ek

b

Despejamos x y y de las ecuaciones anteriores, escribiendo x(t) y y(t) para hacer
hincapié en que ambas dependen de &

x(t)=h+acost
y(t) =k +bsent.

De esta manera hemos obtenido unas ecuaciones paramétricas de la elipse.

Conforme t recorre el intervalo [0, 277], el punto (a cost, b sent) recorre la elipse
con centro en el origen, semieje mayor igual a ay semieje menor igual a b. Al sumar
hy kala abscisay ordenada de dicho punto se produce una traslacién del centro de
la elipse al punto (h, k), por lo que el punto:

(h+ acost, k+bsent)

recorre la elipse con centro en (h, k), semieje horizontal igual a a y semieje vertical
igual a b.
Para la elipse vertical:

(x-h) (r-k) _,
b a

unas ecuaciones parameétricas son:
x(t)=h+bcost
y(t)=k+asent.

1. Parametrizar la elipse

(x-3f (-5) _,

4 9
Solucién:
Hacemos:
-3y -5f
cos"t=—(x 2) , sen2r={—y )
4 9
y despejamos xy y:

x(t) =3+ 2cost
y(t)=5+3sent;
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obtenemos asi unas ecuaciones paramétricas de la elipse, con t € [0,275] g %
(figura 6.53). 8
. Parametrizar la elipse: 4
9x’ +16y° -18x +64y ~71=0. 2
Solucién: 2 4 6 f

Completamos los cuadrados para escribirla en la forma simétrica:

(x -—21]'2 +(y+22}2 i
4 3

Fgura 6.53

Entonces,esunaelipse horizontal (figura 6.54) cuyo centro esel punto C(1,-2);
su semieje horizontal mide 4 y el vertical mide 3, asi que unas ecuaciones pa-
ramétricas son:

x(t)=1+4cost
y(t)==2+3sent.

Y A
2
—4 2 4N X
Fgura 6.54

. Escribe en su forma general la ecuacion de la elipse cuyas ecuaciones paramé-
tricas son x(t)=—6++/40cost, y(t)=-5+9sent.

Solucién:
Despejamos cost y senk:

+5

e

X+6
cost =—F— sent
/40

H!f

de donde;

(x+6)  (r+5)
40 81

l1=cos’t+sen’t=

Fglira 6.55

Entonces, la ecuacién de la elipse (figura 6.55) en su forma general es:

81x* + 40y® + 972x + 400y +676 = 0. A
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En resumen:
Pasicién Ecuacién Paramétricas
(x‘h)z (?"‘k}z x(t) =h + a cost
Horizontal o + b =1 A =k+ boent
Vertical {x'h)z +{}"k)2 -1 x(t) =h + bcost
b a Ht)=k+ asent

w
o
o

res
w
[4N]

En cada caso, encuentra la ecuacion general de la elipse que corresponde a las
ecuaciones paramétricas dadas.

/
1. (-3+2cost,5+sent). 7. l+fmsr,_,+is¢n,}
2. (6+mst,4senr), (7 7 7
5 3
3. (%+7cost,—%+35enr). 8 Ecost,5+sent).
4. (——+4cosr,ﬁsent). |3 i ,ssen ;
5 \
1
5. (cost,Bsent). 10. E+—cosr,8+39enr],
6. (9+5cost,~2+6sent). \3 2
Escribe, en cada caso, unas ecuaciones paramétricas para la elipse dada en la
forma general.
1. X’ +9y  +6x-18y+9=0.  16. 5x" +4y’ -10x-24y+21=0.

12,
13.
14.
15.

21.

22,

23,

24,

25,

26.

8x" +9y" =32x+54y+41=0. 17.
4x’ +y*-16=0. 18,
25x” + 9y’ =225=0. 19.
45 +9y" +32x+36y+64=0. 20.

588x” +98y" +588x =56y — 433 =0.
54x* +99y" +972x - 132y +3824=0,
x'+2y" =16x+28=0.

12x* +5y"+ 72x + 40y + 128 = 0.

Encuentra las coordenadas de los vértices de la elipse cuyas ecuaciones pa-
ramétricas son (4cost, /7 sentj’.

Halla los extremos del didmetro menor de la elipse cuyas ecuaciones para-
métricas son |2+ 3cost,—3+ 2v/2sent).

iCudles son las coordenadas del centro de la elipse cuyas ecuaciones para-
métricas son (1 +cost,~2 + 2sent)?

Si las ecuaciones paramétricas de una elipse son {-2 +6cost,5+65¢nt),
icual es la excentricidad de la elipse? ;Qué puedes decir al respecto?
Silasecuacionesparamétricasde unaelipseson?i‘a‘ ++/2cost, -2+ 3v/2sen t),
encuentra su excentricidad.

Escribe unas ecuaciones paramétricas de la elipse vertical con centro en el
punto C(-1, 0), semieje mayor 6 y excentricidad igual a .
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27. Silas ecuaciones paramétricas de una elipse son (-5 +6cost,~2 + 10sent ),
icudles son las coordenadas de los focos?

28. Escribe unas ecuaciones paramétricas de la elipse cuyos focos son F'(—8,7) y
F(5, 7) y cuya excentricidad sea igual a 3.

29. Escribe unas ecuaciones paramétricas de la elipse si uno de los vértices es
V(-1, 5), su centro es el punto C(—1, 2}y el semieje menor mide 2 unidades.

vy
12
=

=
W
w

Resolucion de problemas

En este apartado veremos algunos problemas que involucran lugares geométricos
relacionados con las elipses.

Lugares geomeétricos

Encuentra el lugar geométrico formado por los puntos tales que su distancia al
punto Q(1,0) sea igual a la mitad de su distancia a la recta x = 4.

Solucién:
Llamemos P(x, y)a un punto de dicho lugar geométricoy £ alarectax = 4.
Las condiciones del problema nos dicen que

(e Q=ieo)

(6.32)
La distanciade Pa Q es:
(R QNGOG =TT (639)
La distancia ;:Ie Pafes: ) --
d(R£}=|x—4.: (6.36)

Sustituyendo (6.33) y (6.34) en (6.32) obtenemos:

1
VX' =2x+1+y' = E|x—4|,
Si elevamos ambos miembros al cuadrado y simplificamos, obtenemos:
1
2 2 2
x =2x+1+y =—|x —-8x+16
yr=g )

45> —8x+4+4y’=x"-8x+16
3x*+4y’-12=0,
que es la ecuacion de una elipse. Para encontrar sus elementos, la escribimos en
la forma simétrica:

2 2
x—+‘y—=l.
4 3
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A%
b

Figura 6. 56

Asi pues, vemos que se trata de una elipse horizontal con centro en el origen,
con semieje mayor 4 = Ja=2 y semieje menor b= \"5 (figura 6.56).

Un segmento AB de longitud 5 se apoya en los ejes cartesianos, de manera que
A esta en el eje X y B en el eje Y. Encuentra el lugar geométrico descrito por el
punto M del segmento que estd a 3 unidades de A, conforme A y B se mueven
sobre los ejes.

Solucién:
De acuerdo con las condiciones del problema tenemos: AB=5 AM =3, BM =2,
Las coordenadas de A son (a, 0), y lasde Bson (0, b).
Sean x y y las coordenadas de Men la figura 6.57, y sean P(0, ) y Q(x, 0); en-
tonces:

Y A

Ala, 0)
X
Fgura 6.57

Debido a que los tridngulos BOA y BPM son semejantes, cbtenemos:

PM _ MB
OA AB

O 5€a,

2
£=—, de donde a=Ex,
a 5 2

de igual forma, los tridngulos BOA y MQA son semejantes y, por tanto,
MQ MA y 3
——=——05€3 =-=—.
OB AB b 5

entonces:

Usando el teorema de Pitagoras en el triangulo OAB,
OA’ + OB’ = AB’
a +b* =25



sustituimos los valores de a y b que encontramos antes y dividimos entre 25, de

modo que llegamos a:

que es la elipse vertical con centro en el origen, que tiene semieje mayora =3y

2 2
x_+y_=l,
4 9

semieje menor b = 2 (figura 6.58).
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1.

2.

Encuentra el lugar geométrico de los puntos tales que su distancia al
punto P(0,4) sea § de su distanciaa larectay—10=0.

Si los vértices de la base de un triangulo son A(-5, 0) y B(5, 0), encuentra
el lugar geométrico del vértice C(x, y) restante, de manera que el pro-
ducto de las tangentes de los dngulos de la base sea igual a L,

. Si los vértices de la base de un triangulo son A(-8, 0) y B(-1, 0), encuen-

tra el lugar geométrico del vértice C(x, y) restante de manera que la suma
de las longitudes de los lados ACy BCsea igual a 14.

Munde)
virtual

Geolab

. Hipse dados los focos y el semieje mayor. Encuentra la ecuacién de la

elipse cuyos focosson F1(5, 0) y F2(-5, 0) tal que la suma de las distan-
cias de los puntos de la elipse a los focos sea 12. Para ello, construye los
puntos y el escalar a = 6, luego utiliza el constructor Focos y a del menu
de conicas. jQué pasa si haces a = 37 En la pantalla de datos analiticos,
coloca el cursor sobre el renglén de la elipse y oprime el botén Datos
para ver todos los elementos de la elipse.

. Elipse dados los focos y un punto. Halla la elipse cuyos focos son

F1(1, 1) y F2(-3, —1) y que pasa por el punto P(2, 3). Utiliza el cons-
tructor Elipse, focos y punto del menu de conicas.

. Elipse dados el centro y los semiejes. Da la ecuacion de la elipse hori-

zontal con centro en el origen y que satisface que el eje mayor mida 5
y el menor mida 3. Sugerencia: utiliza el teorema de Pitagoras para en-
contrar el valor de cy con él encontrar los focos. Los focos puedes cons-
truirlos como Puntos calculados, poniendo ¢ o —cen la coordenada x y
0 en la coordenada y de ellos—. Luego, utiliza la construccién Focos y a
del menu de conicas.

. Hipsedada la ecuacién. Traza la elipse 4x” + y* =36 = 0. Para ello, uti-

liza el constructor Cénica calculada y asigna a los coeficientes A...F los
valores adecuados.

. Elipsedada la ecuacion. Trazalaelipse9x” + 4y =90x-24y +225 =0

y encuentra las coordenadas de los focos, del centro y de los vértices.

Yy
4 -+
2
M
4 X
2+
FAgura 6.58
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6. Familiasdeelipses. Encuentralaselipsescon focosen F1(—5,0) y F2(5,0)
variando la excentricidad 0 < e < 1. Geolab no tiene constructor para
focos y excentricidad, pero si tiene para Focos y a. Si ¢ = 5, tenemos que
a = 5/e. Construye dos nimeros directos ¢ =5 y e = 0.5.Construye los
focos como puntos calculados F1(—c, 0) y F2(c, 0). Construye el nd-
mero calculado a = ¢/e. Construye la conica con estos focos y el valor de
a. Anima el nimero e entre 0.01 y 0.99. Ejecuta la animacién, indicando
que la conica tiene traza.

7. Construccion con regla y compds. Realiza la construccion que aparece
en la figura 6.10. Anima el punto Q de 0 a 1. Indica que P deje traza y
gjecuta la animacién. Ve el ejemplo “elipse compas” en la lista de cons-
trucciones de Geolab.

8. Interseccion de elipses. Encuentra el circulo que pasa por los puntos en
donde se cortan las elipses 25x° +9y* =1 y 9x* +16y” =1.Construye
las elipses como cdnicas calculadas. Construye las cuatro intersecciones
de las conicas. Construye el circulo que pasa por tres de ellas (circuncir-
culo) y observa que pasa por el cuarto punto.

9. Elipse por 5 puntos. Construye la elipse que pasa por A(1, 0), B(3, 2),
C(-1, 3), D(3,3), E(=2, —1). Utiliza el constructor Cénica por 5 puntos.

10. Tangente a la elipse. Utiliza la elipse del ejercicio anterior. Construye la
tangente a la elipse desde el punto P(0, —3) que esta del mismo lado que
el punto A. También construye la tangente que esta del otro lado de A.

11. Hementos de la elipse. Utiliza la elipse del ejercicio 8. Encuentra las
intersecciones de las tangentes construidas en el ejercicio 9 con el eje
focal de la cénica. Para ello, construye el eje focal de la conica. Utiliza el
constructor Rectas de una Cénica->Eje Focal, del men( de rectas. Una
vez construida esta recta, construye sus intersecciones con las tangentes
dadas. Observa que a través de los mens Puntos de una Cénica, Rectas
de una Cénica, Escalares de una Conica tienes posibilidad de acceder a
todos los elementos importantes de la cénica.

Geolab

Resumen de la unidad )

b Ecuacion de la elipse con centro en el origen y ejes paralelos a los ejes cartesianos.

Posicién Ecuacién Centro  Vértices Focos ByB’

x* y V(a.0) |Fc0) |BOb
Horbontal | Z+3a =1 €09 1vpo [P |Bo-b)

% o X Vio,a) |F(0,c) |B(b,0)
Vertical W + e 1| C(,0) V'(0,~a) | F'0,~0) |B'(~b,0)




» Extremos del lado recto de una elipse con centro en C(0, 0).

* Horizontal:

Foco F(c, 0):(c,b—2JY(c,—E}
a a
Foco F'(—c, 0): (—c,:JY (—c,—b—zJ
a a

= Vertical

Foco F(0, C):(E,ch(—b—z,‘:}
a a

Foco F'(0, —c): (E,—c] y (—E,—CJ.
a a

b Directrices:
2
x=2,F(c,0)
+ Elipse horizontal: Caz
X = -_;F’(_C) 0)-
c
z
y="2:F0,0)
» Elipse vertical: Caz
y= ——F F’(O) _C)-
c

» Ecuacién de la tangente a la elipse con centro en C(0,0) en el punto Q(x, WY }

_ X%
* Horizontal: ‘—2+%=1.
a

x,x wy
ol O

= Vertical:
b

» Ecuacion de la elipse con centro en C(h, k) y ejes paralelos a los ejes cartesianos.

Posicién Ecuacién Centro  Vértices Focos By B’

Horizontal

2 2
{x-zh} +{y-k) il ewm gh;a,kj)c Frsc ) |Bh k4D
a b (h—a,k) |F'(h—ck) | B'(h k-b)

2 2
vervcal | (£=1) +(J"k) _1l cnp |V Kk+a) |Fhk+c) |Blh+b,k)

b pe V'(hk=a) |F'(hk=c) |B'(h=bk)

» Extremos del lado recto de una elipse con centro en C(h, k).

* Horizontal:

Foco F(h + ¢, k):(h+c,k+b—))'(h +c,k—g—].
a a
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Foco F'(h— kk(h—c,k+b—Jv(h—c,k—%}

a
» Vertical:

Foco F(h, k + c}:(h+%,k+cJ y(h— %,k +c}

Foco F'(h, k—c): (h+%,k—c) Y(h—b—,k—c].

a
» Directrices:
a2
* Elipse horizontal: x-h= - F(h+¢ k)
k-h=-" -0
¢

k=% FEhk+o
c

S

» Elipse vertical:

y=-k=-— Fh k-0
¢

» Ecuacién de la recta tangente a la elipse con centro en C(h, k) en el punto

Q.3 )
« Horizontal (xI _h}z(x —h) +(}’; _kgz(y_k} =1
S— (xl = hgz(x ~h) ” ()'1 = ka()"_ k) "

» Forma general de la ecuacién delaelipse Ax* + Cy* + Dx + Ey+ F = 0,donde
A#0,C0=0yAyCtienen el mismo signo.
» Unas ecuaciones paramétricas de la elipse con centro en C(h, k).
» Elipse horizontal: x(t)=h +acost, y(t)=k+bsent.
» Hlipse vertical: x(t)=h+bcost, y(t)=k +asent.

Ejercicios de repaso )

1. Dos rectas tangentes a la elipse 9x* +16y’ —144=0 se cortan en el punto
P(O,%), Encuentra los puntos de tangencia y las ecuaciones de las rectas tan-
gentes.

2. Halla la ecuacién de la elipse cuyos focos son los puntos donde se cortan la
rectax—3 =0yelcirculo x” + ¥’ = 25, y la distancia entre sus vértices es 12.

3. Da las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse
« +25y" — 12x— 100y + 111 =0 que son paralelas a la recta 3x — 20y + 20 =0.



10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Demuestra que las rectas tangentes a la elipse

49x? + 36y” — 490x — 504y + 1225 = Oen los puntos P(5, 14) y Q(11,7) son
perpendiculares.

Demuestra que la ecuacién 9x* + 16y — 16 = 0 representa una elipse horizon-
tal con centro en el origen y calcula su excentricidad.

Repite el problema anterior para las siguientes ecuaciones:

a) 9x? +1'6y2 =25=0,

b) 9x* +16y’ =k’ =0,donde k > 0.

. Considera la elipse 9x” +25y* - 225 = 0. Encuentra sus puntos de intersec-

cién con el eje Yy lldmalos P, y P,. Encuentra las coordenadas de los focos F'y
F. Demuestra que el eje mayor es d(PI,F)q- d(F,P2)= d(}."1 F }+ d(F S )
Halla los focos de la elipse 4x* + y* +40x —14 y +145 = 0. Prueba que el pro-
ducto de las distancias de los focos a la recta tangente a la elipse en el punto
P(—5,9) esigual a 1.

Traza la elipse 4x” + y* —16x+ 8y +16 = 0. Encuentra las ecuaciones de las
rectas tangentes a la elipse en el vértice V(2, 0)y en el punto P(4, —4). Da la
interseccién de estas dos rectas, y llama Q a dicho punto. Halla la ecuacion de
la recta que pasa por Py el vértice V' de la elipse. Muestra que esta recta es pa-
ralela a la recta que une a Q con el centro de la elipse.

Considera la pardbola y* = 4x y encuentra la ecuacién de la recta que pasa
por su foco y es paralela al eje Y. Halla los puntos donde se cortan esta recta 'y
la pardbola. Por Gltimo, da la ecuacion de la elipse cuyos focos son los puntos
que encontraste y que tiene excentricidad 3-

2 e 2 2

2 2
i X x X 4
Demuestra que las elipses Eidui I ol y X +2 .1 tienen los
17 26 28

18 27 19

mismos focos. Escribe la ecuacion de otra elipse con los mismos focos.
Encuentra cuatro puntos por los que pasa la elipse

9x? + 162 + 54x — 64y — 111 = 0.

Se desea construir un puente de piedra sobre un rio de manera que el claro de-
bajo de él sea media elipse. El claro debe medir en la base 20 metros y es nece-
sario que pueda pasar debajo del puente una barcaza de 6 metrosde ancho y 3
metros de altura sobre el agua. ;Cual es la altura minima sobre el nivel del agua
desde el centro del puente?

Encuentra los puntos donde se cortan la elipse 2x* + y* —4x-4y-21=0y
elcirculo x*+ y* =2x-4y-13=0.

Encuentra las cuatro ecuaciones de las rectas que pasan por un vérticey un ex-
tremo del eje menor de la elipse 2x” + y* = 28x +8y +108 = 0.

Considera el circulo con centro en el origen y radio 6. Encuentra el lugar geomé-
trico de los puntos P(x, y) tales que x €(6,6) y y = 1 y,, donde Q(,y, ) esta
en el circulo.

Considera la elipse 25x* +16 y* =300x +128 y — 444 = 0. Halla sus focos y la
tangenteen el punto P{ﬁ +%J6 ,—2). Demuestra que el producto de las distan-
cias de los focos a |a recta tangente es igual a 64.

Encuentra la longitud del lado recto de la elipse

25x? + 16y” + 300x — 32y — 2684 = 0 y las ecuaciones de las rectas tangentes
a la elipse en los extremos de los lados rectos.

Traza la regi6n que estd dentro de la elipse x* + 4y* —6x +5 =0, fuera de los
circulos x* + y* =10x =2y +25=0yx" + y* +2y =3=0 yfuera dela par-
bolax® —8x—-4y+12=0. Escribe las desigualdades que describen la regién.

La elipse 327 )
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Autoevaluacién )

1. Encuentra la ecuacién simétrica de la elipse cuyos 5. Encuentra la forma simétrica de la elipse con ex-

focos son F(0, —8) y F(0, 8) tal que la suma de las

distancias de los puntos de |a elipse a los focos es 20.
2 2
i Sy
100 36
2 2

% . 2

=1.
39936 40000

2
e ¥ oy
36 100
2 7

% . 2

; =1
40000 39936

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
cnsulta la pagina 273.

d

. Encuentra la ecuacion general de la elipse cuyos fo-
cos son F(4,0) y F'(—4, 0) tal que la suma de las dis-
tancias de los puntos de la elipse a los focos es 10.

a. 25x° +9y* =225=0.

b, 9x*+25y* -225=0,

c. 621x”+625y" =1552500 = 0.

d. 625x* +621y* —1552500 =0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 273.

- Encuentra las coordenadas de losfocos de la elipse:
x—-l- y— =1.

169 25

a. (13,0) y (-13,0).

b. (12,0)y (-12,0).

c. (0,13)y(0,-13).

d. (0,12)y(0,-12).

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 274.

. Encuentra la excentricidad de la elipse
169x* + 25y* = 16900.

13 12
z" =g
3 W
12 13

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
cnsulta la pagina 283.

centricidad —2— y vértices en (-4, -5) y (6, -5).

2
a. (-1 + b 5) e
52 42 =1,
. (x-1) +(y+ 5}1_1
52 32 =1,

2
. (x -1y L0+3) -
32 52 -1,

2 _&)2
i 5
En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 283.

b

1.

. Encuentra el centro de la elipse

242" —8x+12y+28=0,

a. (6,3).

b. (-3,4).

c. (-4.3).

d. (4,-3).

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 289.

. Encuentra los puntos de interseccion de la

elipse4x” +5y" +4x -2y —24 =0 ylarecta
x+2y-2=0.

a. (-2,2)y(2,0).

b. (2,-2)y(2,0).

c. (2,-2)y(0,2).

d. No se cortan.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 309.

. Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la

elipse 4x* + y* - 20 = 0 que pasa por el punto (2, 2).
a. Sx+y-10=0.
b. x+4y-10=0.
c 4x+y-20=0.
d 4x+y-10=0.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 309.
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( Heteroevaluacién

1. Encuentra las coordenadas de los focos de la elipse cuya ecuacién es
9x + 16y + 90x — 64y —287=0.

2. Encuentra la excentricidad de la elipse cuya ecuacion es
169x7 + 144y* — 1352x + 864y — 20336 = 0.

3. Encuentra la ecuacién simétrica de la elipse cuyo semieje mayor mide J10 ¥
tiene focos F’(=3, —=3), F(=3, 1) y la recta y = —6 como una de sus directrices.

4. Encuentra la forma simétrica de la elipse con excentricidad 3 y vérticesen

o)

5. Encuentralaecuacién delatangentea laelipse 9x* +18y* - 72x +12y+92 =0,
en el punto P(ﬁ,%}.

6. Encuentra las coordenadas para obtener las ecuaciones de las rectas tangentes.
El centro del circulo es C(2, -3) y su radio es 6.



on esta unidad concluye el estudio in-

dividual de las cénicas. A partir de la

definicion de la hipérbola como un lu-

gar geométrico, y con la ayuda de la for-
mula para calcular |a distancia entre dos puntos,
encontramos |a ecuacién tanto en su forma simé-
trica como en la general.

Solo trataremos los casos de hipérbolas horizon-
tales y verticales cuando su centro se encuentra en
el origen 0 en un punto arbitrario del plano. En la
siguiente unidad consideraremos situaciones mas
generales, no solo para las hipérbolas, sino para el
resto de las conicas.

Torre hiperboloide en Kobe, Japon.

La hiperbola

La hipérbola, a diferencia de las otras cdnicas,
esta formada por dos partes separadas llamadas
ramas de la hipérbola. De un punto de una de las
ramas no puede llegarse a un punto de la otra sin
separar el lapiz del papel.

La propiedad que sirve para definir la hipérbola
(el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia
de distancias a dos puntos fijos [focos] es constante)
se usa en el sistema de radionavegacion Loran (long
range navegation) para dirigir embarcaciones ma-
ritimas. Explicaremos como funciona este sistema,
através de un ejemplo y ejercicios.



En esta unidad revisaras los siguientes temas. Obsérvalos
y reflexiona acerca de lo que sabes sobre ellos.

La hipérbola '

Definicién de la hipérbola

Hipérbola horizontal
La hipérbola con centro
en el origen

Hipérbola vertical

Las asintotas de la hipérbola

Otra manera de definir una hipérbola

La excentricidad de la hipérbola .

Directrices de la hipérbola

Sugerencias para trazar una hipérbola

Construccién de la hipérbola

Construccién de la hipérbola con el uso de '

Instrumentos

Directrices de la
hipérbola con centro '

Hipérbolas con eje focal
paralelo a un eje cartesiano

en Clhk)

‘|  Propledad de reflexion de la hipérbola
Aplicaciones de la hipérbola

‘el Sistemade navegacién Loran

Otra interpretacién de la
definicién de la hipérbola

= Amquitectura

Las funciones cuadraticas
y las hipérbolas

SR Astronomia

Desigualdades y la hipérbola

Recta tangente a una hipérbola

Ecuaciones paramétricas
de la hipérbola

Resolucién de problemas Lugares geométricos
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Definicion de la hipérbola

El arquitecto Félix Candela construyé en la Ciudad de México el Palacio de los De-
portes, una de las sedes de los Juegos Olimpicos de 1968. En su disefio usé parabo-
9 loides hiperbélicos.

Palacio de los Deportes,

Encontrar el lugar geométrico de los puntos tales que la diferencia de sus distancias
aF(5,0)yaF(-5,0)es4.

Solucién:
La hipérbola esta formada ) El procedimiento que usaremos es muy similar al utilizado en la unidad anterior
por todos los puntos para las elipses.
del plano tales que la Llamemos P(x, ¥) a un punto de dicho lugar geométrico. Debemos restar la dis-
diferenciade susdistancias  rancja de Pa F”a la distancia de Pa F e igualar a 4:
ados puntos fijos (focos), es i -
igual a una constante. [ \
; Su ecuacién se obtiene '-._fi(P‘ F) A d(P’ F) = 4_'/.-
restando las distanclas de

(7.1)

un punto genérico (x y) a Utilizamos la férmula de la distancia entre dos puntos (1.1):
los focos dados e igualando

dichadiferenciaala d(P.Q =\/x i ? —w P
constante. ( ) ( 1 2} (yl yz}

Sustituimos las coordenadas de F (5, 0) y F'(=5,0) en (7.1):

J(x=5) +(y-0)" = (x=(-5) +(y-0) =4

JxE-10x+25+ y* = [x* +10x + 25+ y* =4,

Pasamos una de las raices cuadradas al otro lado de la igualdad y elevamos am-
bos lados al cuadrado:

sz...mx +25+y* =4+\(rx2+10x+25+y2

2 2
(Jx2—10x+25+y2) =(4+Jx2+10x+25+y2)

¥ =10x+25+y* =16+ 8\/'x2+10x+25+y’ +x +10x+ 25+ y°.

En el lado derecho dejamos Ginicamente la raizy de nuevo elevamos al cuadrado:

ch-llJ'Jc-|»25+y”--(xz+l():c+41-1-;;»3)=EBV{J::”-|-l(l':c+:»:5+y2

4(-5x-4)=8x> +10x +25+ y*

(<5x-4) =(2\|{f.1c2 +10x +25+ ¥ )2

25x" +40x +16 =4x” + 40x + 100+ 4y,

Pasamos todo a un lado de la igualdad y obtenemos que el lugar geométrico
—10} deseado (figura 7.1) es el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacién:

Figura 7.1 213:2—4}’2"84:0.




Observacién:
Si en lugar de considerar la diferencia (7.1) consideramos:

_d(P,F)-d(P,F)=4, ) (72)

también llegamos a la misma ecuacién. De hecho, el conjunto de puntos que satisface
(7.1) es la curva de la izquierda en la figura 7.1, y los puntos que satisfacen (7.2) for-
man la curva de la derecha.

Una hipérbola es el conjunto de puntos del plano cuyas distancias a dos puntos
fijos tienen una diferencia constante. Con esto queremos decir que consideramos la
diferencia de la distancia mayor, menos la distancia menor. Los dos puntos fijos se
llaman focos de la hipérbola. El punto medio entre los dos focos se llama centro de
la hipérbola.

La hipérbola con centro en el origen
Hipérbola horizontal

Comencemos con el analisis de una hipérbola con centro en el origen vy focos en el
eje X. Supongamos que las coordenadas de los focosson F(c, 0) y F{(—c, 0). Paraque
un punto P(x, y) pertenezca a la hipérbola, debe satisfacer:

(d(P,F )-d(P,F)=k,) s

(d(P.F)-d(P.F )=k, (7.4)

donde k es una constante (figura 7.2).
Si hacemos a = 5 podemos ver que los puntos Vi(a, 0) y V'(—a, 0) pertenecen

ala hipérbola, ya que:

d(v.,F)-d(V.F)= J{a+ ¢)’ —\/(a-c}z =a+c-(c-a)=2a=k,

y similarmente paraV” (figura 7.3).
En general, si sustituimos las coordenadas de P, Fy F’en la férmula de la distan-
cia entre dos puntos (1.1) y la expresién (7.3), la ecuacion queda como sigue:

\f(x+c)2 +y* —\f(x-c)zq-yz =k

Para eliminar los radicales, pasamos uno de ellos al otro lado de la igualdad y
elevamos al cuadrado:

(x+c) +y? =(Ic+,,ﬁ(;:c—c}z+;p'2 )2.
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&
&

Las palabras elipse, ‘)
pardbola e hipérbola
aparecieron por primera

vez en el tratado Las
conicas de Apolonio de
Pérgamo (hoy Bergama,
Turquia) (262-190a. C.),
conocido como e gran
gedmetra.

Figura 7.2

Flemy
Via,0)

Figura 7.3
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Simplificando, obtenemos:

:_1_405 -k =2k\(x=c) +y. (75)

Volvemos a elevar al cuadrado para eliminar el otro radical y simplificamos de nuevo:

2 o o 2 2 2 E
| 4(4c -k )x —4k*y =k (45 —k ] (7.6)
Recordamos que k = 24; al sustituir en la formula (7.6), tenemos:

4(4(:2 —4a’ ]12 —l16a’y’ = f-la"‘(ﬁk:Z - 4{22}

[1:2 —az)x1 gty =a2(cz —az)v

Una hipérbola horizontal :] it 3 5
con centro en el origen Luego dividimos toda la ecuacién entre a (c‘ - ]:
tiene ecuacion de la forma

\I . ;_ =1 x_j+ yz

=1.
a a-c

Observa que obtenemos la misma ecuacion (6.3) que obtuvimos para la elipse.
Esta ecuacion va a representar una elipse o una hipérbola dependiendo de la rela-
cién que haya entre g y c: sera elipse cuando a > c e hipérbola cuando a < ¢.

En este caso, como ¢ > a > 0, podemos definir b=+c’ —a’,asi b’ =c’-a’ y
llegamos a la ecuacion simétrica de la hipérbola:

-__\_ ﬂz bz ' ! {??J

Si en lugar de trabajar con (7.4) trabajamos con (7.3), llegamos a la misma ecuacién.
En la ecuacion (7.7) pasamos todos los términos al primer miembro y multiplica-
mos por a°b" y nos queda la ecuacién de la hipérbola horizontal en laforma general,

b’x’ -a’y’ -a't’ =0,
la cual es del tipo:
sz + Cyz + F = 0)

donde A y C tienen signos distintos.
Ahora centrémonos en algunos de los elementos principales de la hipérbola

(figura 7.4).
Eje no focal \E_fﬂ
B(0,b)
b c
Fl(-¢0) a (c, 0)

(-4,0)| Via,0) \'\_Xj -
Eje

B0, -b) Fgura 7.4

Lado recto




b Los puntosV(a, 0) y V'(—a, 0) se conocen como los vértices de la hipérbola.

) La recta que contiene los vértices V'y V' y los focos Fy F’ se conoce como eje
focal.

» Aladistancia entre los dos focos Fy F’ se le llama distancia focal y vale 2c.

» El segmento que une los vértices V'y V* se llama eje transversal y mide 2a, y este
es el valor de la diferencia de las distancias de cualquiera de los puntos de la hi-
pérbola a los focos. L L

» H punto medio del segmento FF coincidecon el del segmento VV' yse conoce
como centro de la hipérbola; en este caso, dicho centro es el origen. La distancia
del centro a cualquiera de los focos es ¢, y a cualquiera de los vértices es a.

» La recta que pasa por el centro de la hipérbola y es perpendicular al eje focal se
llama eje no focal.

» Observa que tanto el eje focal como el eje no focal de la hipérbola son ejes de si-
metria de la hipérbola.

» Notemos que a diferencia del caso delaelipse, ahora c > a, es decir, losfocos estan
mas lejos entre si de lo que estén los vértices, y la relacién entre a, by ces:

o

(é=a+b. ) (78)

» Al segmento que une los puntos B(0, —b) y B(0, b) se le llama eje conjugado.
» Cualquiera delas cuerdas que pasan por un foco y son perpendiculares al eje focal
se conocen como lados rectos.

Para encontrar la longitud del lado recto, en la ecuacién (7.7) hacemos x = ¢, que es
la abscisa de uno de los focos:

<y
a2 v
Como ¢’ =a’ +b* obtenemos:
a+b y_z_l
2 gz
a b

si simplificamos y despejamos y°, tenemos que:

4 2

yi= b—z, dedonde y= :I:b—,
a

a

&

son los extremos del lado recto que pasa por el foco F(c, 0). Por tanto, la longitud
del lado recto es la distancia entre estos dos puntos:

por lo que los puntos:

2

2
Lado recto= i
a

La hipérbola 335 )
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De manera similar, los puntos:

son los extremos del lado recto que pasa por el foco F(—, 0).
Observa que la longitud del lado recto se calcula en la hipérbola con la misma
férmula que en la elipse.

1. Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuyos focosson F(5, 0) y F'(-5, 0),
= tal que la diferencia de las distancias de los puntos de la hipérbola a los
focos es 8.

Solucién:
Para tener toda la informacién que necesitamos sobre la hipérbola debe-
mos completar el siguiente cuadro:

Vértices ByB’

a \ F(5, 0) y F(=5, 0) |

B punto medio entre los focos es C(0, 0) y los focos estan sobre el eje X,
asi que su ecuacién es de la forma (7.7).

b,
B La distancia entre losfocos es 2c = 10y la distancia entre los vértices es
2 2a=8.E :
c V/[F a = 8.Entonces tenemos
24 6y
b=c-a=5-4"=9,
B’

yla ecuacion de la hipérbola es (figura 7.5):
Agura 7.5

Vértices ByB’

2. Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuyos focos son F(8, 0) y F'(-8, 0)
y cuyos vértices son V(4, 0)y V'(—4, 0).

Soludén:
Los focos estan sobre el eje X, asi que la hipérbola es horizontal. El punto
medio de los focos es C(0, 0), que es el centro de la hipérbola.

La distancia del centro a los focos es ¢ = 8 y la distancia del centro a los
vértices es a = 4. Por la relacién (7.8), tenemos:

b*=c*-a* =48.




Sustituimos estos valores en la ecuacién (7.7) y obtenemos (figura 7.6):

Vértices

Focos

4 48 8 C00) F80 V(40 |Bo, V48)=B(,692)
F(-80) | V'(-40) | B'0,~V18)=B(0, 6.92)
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YA
P\ 1B/F

-10 X
B’

Fgura 7.6

Hipérbola vertical

Si la hipérbola tiene centro en el origen y sus focos estan en el eje Y, las coordenadas
delosfocosson F(0, ¢) y F'(0, —c). Side nuevo llamamos 2a a la diferencia de las dis-
tancias de un punto P(x, y) de la hipérbola a los focos y hacemos un andlisis similar
al anterior, o simplemente intercambiamos los papeles de x y y, llegamos ahoraa la
ecuacién siguiente (figura 7.7):

)"2 xz
=1,
‘ az bz | (?9)
V(0,a)
B(b,0)
x
V'(0, -a)
/ :Pm
Figura 7.7

De nuevo, la distancia del centro a cualquiera de los focos es ¢y a cualquiera de
los vértices es a.
Los vértices son ahora V(0, a) y V'(0, —a).

Observacién: Cuando la hipérbola es vertical el coeficiente de x” es negativo en la
ecuacion en su forma simétrica; cuando la hipérbola es horizontal el coeficiente de
x* es positivo.

Una hipérbola vertical —)
con centro en el origen
tiene ecuacion de la forma

S e

a W

En el caso de la hipérbola, )
a no tiene que ser mayor
que b, adiferenciade la
elipse, en que siempre

a2 b.El hecho de que sea
horizontal o vertical se
reflejaen laférmula por el
signo negativo.
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En resumen:
Posicién Ecuacién Centro Vértices Focos By B’
2 2
SV Via, 0), He, 0), B(0, b),
Horizontal Py 1/ Clo, 0) Viea,0). | Flc,0). B'(0, —b).
2 2
y x V{0, a), F(0, ¢), B(b, 0),
verdaal 13 =r =1 Q00 Hyo g |PO-. | BEbO),

1. Encontrar la ecuaci6n de la hipérbola cuyos focos son F(0, 5) y F'(0, —5)
y tal que la diferencia de las distancias de sus puntos a los focos es 2.

Solucién:

Los focos estan sobre el eje Y, asi que la hipérbola es vertical. Su centro
es el punto medio de los focos C(0, 0). La distancia del centro a los fo-
cos es ¢ = 5. La diferencia de las distancias de los puntos de la hipérbola
alos focos es 2a = 2, asi que a = 1, por lo que los vértices son V'(0, 1) y
V(0, 1). Utilizando (7.8), obtenemos:

b’=c"-a'=25-1=24,

Sustituimos estos valores en la ecuacién (7.9) (figura 7.8),

2

y'-—=1

24

h
j//

F

20

X

Figura 7.8

2. Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuyos vértices son V(0, 6) y V'(0,—6)
ycuyos focos son F(0, 10) y F'(0, —10).

Solucién:

De nuevo, el centro es C(0, 0), los focos estan sobre el eje Y, la distancia
focal es 2¢c =20y la distancia entre los vértices es 2a = 12. Entonces:

b*=10"-6" =64,
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y la ecuacién de la hipérbola es (figura 7.9):

O g T 30 20

|
'I"ela <fo B~
E1SRE
=
Py

0

Figura 7.9

é Encuentra las coordenadas de los vértices y de los focos de las siguientes
'g hipérbolas.
o : x ¥y 5. 2x -3y*=12.
49 36 6. 5x° =4y’ =100.
P oxl 7. -4x*+5y"-80=0.
B ;*;ﬂ 8. y'=9x-81=0.
y o 9. x' =9y’ -81=0.
3, —=-—=l 10. 25x* =9y* -225=0.
ks g 11. =9x* +4y* =36 =0.
4. 25x" =49y 1225 =0. 12. —4x* +y* =16,

En cada caso, encuentra la ecuacién de la hipérbola con los datos indicados.

13. Focos F'(-5, 0), F(5, 0); la distancia entre sus vértices es 4.

14. VeérticesV'(0, —3), V(0, 3);distancia focal 7.

15. VeérticesV'(—4, 0), V(4, 0); distancia focal 10.

16. Focos F'(—3,0), F(2,0)jadiferencia de lasdistancias de los puntos de
la hipérbola a los focos es 2.

17. Focos F'(0, —6), F(0, 6); vértices V'(0, —-3), V(0, 3).

18. Distancia focal 14, C(0, 0), longitud del lado recto 20.

19. Encuentra las ecuaciones de los circulos con centro en cada foco de la
hipérbola 16x* -9y* =9 =0y cuyo radio mide la distancia entre los
vértices de la hipérbola.

20. Halla las ecuaciones de los lados del triangulo formado por los focos de
la hipérbola5y* — 4x* =20 =0y el punto P(-5, -1).

21. Da con la ecuacion del circulo que pasa por los focos de las hipérbolas
cuyas ecuaciones son 9x” —=16y” =144y 16y’ - 9x* =144,

22. Unahipérbola es equildtera si a= b.Considera las hipérbolas x” - y* = 16
y ¥* = x* = 16.Encuentra la ecuacién del circulo que pasa por los cuatro
focos vy la ecuacion del circulo que pasa por los cuatro vértices.

23. Considera las hipérbolas x* - y* = a’y y* - x* = a’. Encuentra la ecua-
cidn del circulo que pasa por los cuatro focos y la del circulo que pasa

por los cuatro vértices.
2 . 2 2

24. Las hipérbolas x—,—’v— =iy T x, =1 se llaman hipérbolas conju-
a a

o
gadas. Halla la hipérbola conjugada de —49x* + 81y* — 3969 = 0. Traza
las hipérbolas en el mismo sistema coordenado.
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Las asintotas de la hipérbola

Consideremos una hipérbola horizontal dada por la ecuacion:

Y,

a b
Si despejamos y, obtenemos:

y= ::Ex.fxz-az.
a

Observamos que si |x| es muy grande, x* —a* es “casi igual” a x” y, por tanto,
o Vx'—a" es casi igual a | x| es decir, para x grande (ya sea positiva o negativa), y es

Las asintotas de la J “casi igual” a £ x, 0 sea, que las ramas de la hipérbola se aproximan a las rectas:
hipérbola horizontal

i

2 Vv 5
—‘! — 4 =1tienen

E‘Cuaci()nesds':%xy . y:a—x y y:_;x'

b
y=—-—%x.

- i

(7.10)

cuando |x| es muy grande (figura 7.10).

YA
Qab

b| %

0| ~4 X

Figura 7,10

Este par de rectas se conoce como las asintotas de la hipérbola.

Observa que el tridngulo OVQ es rectangulo y que sus catetos miden a y b, por
tanto, la hipotenusa de ese triangulo mide c. Ademas, Q esta en una asintota de la
hipérbola; esta observacion es importante para trazar una hipérbela, como puede
verse, mas adelante, en las figuras de los ejemplos.

Cuando la hipérbola es vertical, al despejar y de su ecuacién:

Figura 7.11
y ¥
oo e 5 )
o a b
Las asintotas de |a ‘)
hipérbola vertical obtenemos:
¥y ;
— — === ] tlenen a
a |!=_- y=:|=_ |'x2+b2’
ecuaciones y = :l‘ xy b

y=—4
)

yal hacer un andlisis similar al anterior, encontramos que sus asintotas son (figura 7.11).

A

(gl e
2" ¥ 2T

(7.11)
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2z 2
1. Encontrar las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola ’:—6 - % =1,

Solucién:
Como el coeficiente de x* es negativo, entonces la hipérbola es vertical;
a’ =16y b*= 36, por tanto,

a=4 y b=6.
Utilizamos las ecuaciones (7.11) y simplificamos, de modo que tenemos
que las ecuaciones de las asintotas son (figura 7.12);

2 a 2

a
=—x=—x =——x=-Zx.
YEP¥TI* Y YETYEETS

Figura 7.12

2. Encontrar las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola
9x*—16y* — 144=0.

Solucién:
Escribimos la ecuacién en la forma simétrica:

Como el coeficiente de x* es positivo, entonces la hipérbola es horizontal;
a’* =16y b*=9, por tanto,

a=4 y b=3

Utilizamos las ecuaciones (7.10) y tenemos que las ecuaciones de las asin-
totas son (figura 7.13):

4 y 7 a 4~

3. Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuyos vértices son V(0, 7),
V’(0,-7) y la pendiente de una de las asintotas es igual a .

-~

Fgura 7,13
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Solucién:
Comoel centro de la hipérbola es el punto medio de los vértices, entonces:
Y
207 7
C(D,T) =C(0,0).
1
Ademds, @ =7, ya que a es la distancia del centro a cualquier vértice. La
—_—t hipérbola es vertical, de modo que la pendiente de la asintota es:
-5 5y
a_7
= B X
s osea,
7 7
Fgura 7. gt ot |
igur 14 b 2
dedonde b = 2. Por ser vertical, la ecuacién de la hipérbola es de la forma:
yZ x2
P

entonces la ecuacién buscada es (figura 7.14):

¥ 2

y X

49 4

-

Para determinar la ecuacion de una hipérbola con centro en el origen y vértices
situados en uno de los ejes cartesianos, basta con conocer la ecuaciéon de una de
las asintotas y las coordenadas de uno de los vértices, ya que con la ecuacion de la
asintota podemos determinar b,

1. Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuyas asintotas son y=-3x,
¥ =1x,yuno de los vértices es V(-5,0).

Soludién:

Como ambas asintotas pasan por el origen, entonces el centro de la hi-
pérbola es C(0, 0). Puesto que el vértice conocido esta sobre el eje X, en-
tonces la hipérbola es horizontal y su ecuacion es de la forma:

2 2

LA 2w )

@ b

/ La distancia del centro al vértice es g = 5 y la pendiente de la asintota
, Y=axes

X 2l
gz

heuasqe  entonces b= Z. Asi, la ecuacién de la hipérbola es (figura 7.15):
2 2

x ¥

25 %




Observacién:
Los ejes de simetria de |a hipérbola, en este caso los ejes cartesianos, son las bisectri-
ces de los angulos formados por las asintotas.

En resumen, las ecuaciones de las rectas asintotas de la hipérbola son:

Tipo de hipérbola Ecuacién Asintotas
2
)y
Horizontal I o2 =1 =—x =——y.
2 2
¥y x a a
Vertical m—=1 =—X =——x
a v drar i g

La excentricidad de la hipérbola

Comparemos las graficas de las hipérbolasf—ﬁ— ’% =1y % y* =1(figura 7.16).
16
Y A
10

S G

Figura 7.16

Solucién:
En ambas hipérbolas el valor de a es 4. Para la primera de ellas, la distancia del centro
alos focos es:

c=+16+9 =5,

mientras que para la segunda,
c=+16+1=~412,

La excentricidad en la primera hipérbola vale:

5
—=125
4

y en la segunda:

J17

—=1,03,
4
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.
L 2

Si la excentricidad e =& J

F _H
estalquee>1,laconicaes
una hipérbola.

La relacién % es lo que determina qué tan abierta o cerrada es la hipérbola.

Para medir qué tan abierta es una hipérbola, se utiliza el concepro de excentricidad,
que se define, igual que en el caso de la elipse, como el cociente de la distancia focal
entre la distancia entre los vértices:

(7.12)
observa que como ¢ > g, entonces e > 1.
La excentricidad mide qué tan abierta o cerrada es la hipérbola; en cambio, en el
caso de las elipses, mide qué tan alargadas son estas.
En el ejemplo anterior, la primera hipérbola tiene excentricidad:

€= E =1.25,
4
y la segunda tiene:
4,12
e=——=1,03,
4

En las figuras 7.17 y 7.18 observa el tridngulo rectangulo de catetos a, by de hi-
potenusa ¢.Cuanto mas cercana esta la excentricidad a uno (¢ = a), el cateto b (re-
cuerda que b’ = ¢” - g*) es més pequefio y, por tanto, la hipérbola estd més cerrada
(figura 7.17) y, cuanto mas grande es la excentricidad (c es grande con respecto a a),
b es mayor y la hipérbola estd mas abierta (figura 7.18).

Yy YA
4 4
2 2
\ C /
-10 J \\’ -
-2 X -2
—4 -4
Figura 7.17 Figura 7.18

1. Encontrar la excentricidad de la hipérbola 144x* - 25y* =3600.

Soludén:
Dividimos la ecuacién entre 3600:




Entonces a* = 25y b*> = 144. Entonces:

c=+/25+144

=169
=13.

Asi, la excentricidad de la hipérbola es:

g=

Ejiemplo
8o

s
o
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Otra manera de definir la hipérbola.
Directrices de la hipérbola

Veremos que una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos P cuya distancia a
un punto F es igual a e veces la distancia de Pa una recta £ donde e es un nGmero
mayor que 1. Mas auin, F es uno de los focos de la hipérbola, e es su excentricidad y
la recta £ sera llamada una directriz de la hipérbola.

En este apartado vamos a hacer un analisis similar al que se hizo en “Directrices

de la elipse” para encontrar las directrices de la hipérbola.
Partimos de la ecuacién (7.5):

dox -k =2ky(x=c) +y’, | (7.13)

que esta a la mitad del camino de la deduccién de la formula de la hipérbola para el
caso en el que la hipérbola es horizontal y su centro esta en el origen, a partir de la
caracterizacion “la hipérbola esta formada por los puntos P tales que la diferencia
de sus distancias a dos puntos, llamados focos, es constante™:

d(P,F)—d(P,F)=k.

Haciendo k = 2aen (7.13), tenemos:

dex-4a?=da\(x-c) +y?

2z

PR EJ(x«-cf + ¥
&

En esta Gltima ecuacion, si (x, ) es un punto de la hipérbola, el miembro de la
izquierda x — £ es la distancia dirigida de (x, y) a la recta vertical £ cuya ecuacién es
x = £,y el radical del lado derecho es la distancia de (x, y)al foco F(c, 0). Asf que la
ecuacion (7.14) puede interpretarse como

d(P, E’}-%d(P,F},

(7.14)
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o bien:

| i(rs)-d(p.p).

Recordemos que la excentrladad de la hipérbola se define como:

(7.15)

entonces (7.14) puede escribirse como:

|/--

| ed(P, 0)= d(P, F ]’_/_] (7.16)

es decir, la hipérbola es el lugar geométrico de los puntos Pcuya distancia a un pun-
to F es igual a e veces la distancia de P a una recta ¢, donde ¢ es un nliimero mayor
que 1.

De manera analoga, trabajando con el foco F'(—c, 0) se obtiene que la hipérbola
también es el lugar geométrico de los puntos tales que

ed(P, ¢)=d(P, F),

Y
104 do . ; _
nde la recta ¢’ tiene por ecuacién x =
5 Las rectas £ y £ se llaman directrices de la hipérbola.
> Laecuacion (7.16) es similar a la ecuacién que determina la pardbola, pero en ese
-15-10 10 X casoe=1,yes igual que la ecuacién (7.16), pero en ese caso, e > 1.
B Parael caso de las hipérbolas verticales con centro en el origen se hace un analisis
—10 similar y obtenemos:
Figura 7,19
Tipo de Foco Tipo de Foco
hlp:ho la Bk acicices asoclado hlp};‘r’hn la Bicactrice asociado
a’ a
Herizontal x=— | Fc0) Vertical y=— |F0,0)
£ o
a a
Horizontal | x=—-— | F'(—, 0) Vertical y==— | F(0,-9
¢ ¢ (7.17)
[ 2 i
. Encontrar las ecuaciones de las directrices de la hipérbola —— P A
= y graficarlas. 10°
Soludén:

Para encontrar las ecuaciones de las directrices de |a elipse debemos de-
terminar el valor de ¢

c=a’ +b* =24" +10° =576+ 100 = 676,

de donde c¢= 26.




Como la hipérbola es horizontal (figura 7.20), entonces las ecuaciones de
las directrices son:

2 ) \‘
x=a__5_76=i8"22 15
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-

c 26 13 %1‘] ! ’TQZ’
a 576 288 -20

Ejercicios

x=—— == =T m-2215. -
26 13 Figura 7.20
v
2 yz
1. Encuentra las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola m - 2—5
; . yz 2 Las ecuaciones de las )
2. Encuentra las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola —~-—=1. directrices de la hipérbola

3. Con los mismos ejes coordenados dibuja las hipérbolas cuyos focos son
F’(0,-4), F(0, 4) y con excentricidad e= 4,2, §, 8y 12.

2

4, Determina lasecuacionesdelasdirectricesdela hlperbola © L

576
En cada caso, encuentra la ecuacién de la hipérbola con los datos sefialados.

Vértices V' (-4, 0), V(4, 0); excentricidad igual a 3.

Vértices V'(-3, 0), V(3, 0); una asintota tiene pendiente igual a 3.
Veértices V'(0, —3). V(0, 3); una asintota tiene pendiente igual a 4.
Vértice V{0, —1), centro C(0, 0); excentricidad igual a5

Focos F/(0,~1), F(0, 2}: excentricidad igual a £

10. Lasasintotasson y=-3x, y=2xyunode Ios vértices es V[3-J'5 0]
11. Lasasintotasson y=-2x, ¥ = 2x y uno de los focos es F(0, 10).

12. Losfocosson F'(-17,0)y F(17,0) y ladirectrizasociadaa F’ es x = =%,

L i B

13. Encuentra la excentricidad de la hipérbola cuya ecuacién es
x*—-16y* — 144=0.

14. Halla la excentricidad de la hipérbola con ecuacion
-81x* + 25y% — 2025 = 0.

15. Da con la excentricidad de la hipérbola equilétera 5y* — 5x* = 8. Revisa
su definicién en el ejercicio 22 de la pagina 339.

16. Calcula las excentricidades de las hipérbolas con ecuaciones
9x* — 9y = 144 y 9y* — 9x* = 144, ;Qué relacidn hay entre dichas ex-
centricidades?

17. Encuentra la hipérbola conjugada de x* — 100y* — 100 = 0, revisa su de-
finicion en el ejercicio 24 de la pagina 339 y da con las asintotas de am-
bas hipérbolas. ;Cémo son dichas asintotas?

18. Hallalos puntosde interseccion de las asintotas y la directriz asociada al
2 2

foco con abscisa positiva, si la ecuacién de la hipérbola es zy? - ? =1,

horizontal ”I— - —|,— =1con
centro en el origen son

x=fyx=—»=

®

Las ecuaciones de las )
directrices de la hipérbola
vertical l -%-=1con
centro en e!diigen son

y= - }’}'r'= . ‘I'l
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Construccion de la hipérbola
Sugerencias para trazar una hipérbola

1. Localiza el centro. (Hasta este momento, tnicamente hemos visto hipérbolas
con centro en el origen, pero mas adelante veremos el caso mds general.)

2. Determina el valor deladistancia c del centro alos focos, la distancia a del centro
a los vértices y el valor de b ib =l = ﬂ:)-

3. Determina si la hipérbola es horizontal o vertical de acuerdo con el signo que
antecede a x” en la ecuacién simétrica.

4. Localiza los vértices Vy V'y los focos Fy F'.

5. Construye el tridngulo de lados abcy traza las asintotas.

6. Localiza los extremos de los lados rectos. En el caso de la hipérbola horizontal es-
2

tana b— unidades arriba y abajo de los focos. En el caso de la hipérbola vertical,
a
2z

estan a — unidades a la derecha e izquierda.
a

7. Unecon unacurva suave los puntos que estan en la hipérbola: debe aproximarse
a las asintotas.
5
xz yZ
=1l 1. Trazar la hipérbola cuya ecuacion es —— +<—=1.
36 16
Solucién:

El coeficiente de x> es negativo; entonces la hipérbola es vertical: a* = 16
y b* = 36.Por tanto,

 =16+36=52,
de donde;

a=4, b=6 y c=+52=721
Entonces tenemos que los focos son:
F(0,4/52)= F(0,7.21) y F(0,~v52)= F'(0,~7.21)
los vértices son:
V(0,4) y V’(0,-4).

Las asintotas son las rectas:

_ax_4x_2x = ax_ 4x_ zx'
e 6 g T XETRETEETTS

Marcamos los vértices y trazamos los tridngulos con catetos a y b como
ayuda para trazar las asintotas.




Encontramos los extremos de los lados rectos. Como:

entonces estos extremos estan 9 unidades a |a derecha y 9 unidades a la iz-
quierda de los focos, asi que son los puntos:

(-9,-+52), (-9.452), (9.=v52), (9.+52).

Ahora trazamos las ramas dela hipérbola como curvas suaves que salen delos
vértices, pasan por los extremos de los lados rectos y se aproximan a las asin-
totas (figura 7.21).

Centro Focos Vértices By B’  Asintotas

F0,721) |V(0,4) |B60) |y=—x

F(0,-7.21) | V'(0,—4) | B'(-6,0) | ¥=-—X

Fgura 7.21

2. Dibujar la hipérbola cuya ecuacién en su forma general es9x” — 16y” — 144=0.

Solucion:
Escribimos la ecuacion en la forma simétrica. Para ello, pasamos al otro lado
de la ecuacion el término independiente:

9x* -16y* =144,
y dividimos entre él toda la ecuacién:
2 2
27
16 9

Como el coeficiente de x” es positivo, la hipérbola es horizontal; a* = 16,
b* =9y, por tanto,

¢’ =16+9=25.

La hipérbola 349 )
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Asi que:
a=4, b=3 y c=5.
Los focos son:
F(5,0) y F’(-5,0).
Los vértices son:

V(4,0) y V'(—4,0).

Las asintotas son las rectas:

b3 b3
YRS Y UTTTT

Podemos ahora marcar estos puntos. Trazamos los 4 tridngulos de lados
a, by ¢ y marcamos sus vértices (4, 3), (4, -3), (—4, 3) y (-4, =3); por ahi
pasan las asintotas. Las trazamos también.
Los extremos de los lados rectos estan a:
b 9

a 4

unidades arriba y abajo de los focos, asi que sus coordenadas son:

e 0

y ahora trazamos la hipérbola a partir de los vértices, acercindonos a las
asintotas y pasando por los extremos de los lados rectos (figura 7.22).

Focos Vértices ByB’  Asintotas

F(5,0) Vi40) | B@0,3) |y=1x
F(-50 | V(40 |B(0-3) | y=-1x

4 3 5 | C0,0)

Figura 7.22




Construccion de la hipérbola con el uso de instrumentos
Con regla y compds

Al igual que con la pardbola y la elipse, no es posible dibujar una hipérbola de un
solo trazo utilizando regla y compas; sin embargo, se pueden utilizar estos instru-
mentos para localizar suficientes puntos y poder trazarla de una manera bastante
precisa.

Conocemos un foco (F) su centro (C) y la excentricidad (e) de la hipérbola.

1. Trazamos el eje de la hipérbola (£), que es la recta que pasa por Fy C.

2. Por el centro C trazamos una recta d perpendicular a £.

3. Consideremos que los ejes cartesianos coinciden con ¢y & de manera que Ces
el origen de ese sistema y tiene £ como eje X,

4. Construimos las rectas £” y £” que pasan por el origen, con pendientes ey —e.

5. Por un punto M del eje X que se encuentre a la derecha de F, trazamos una ver-
tical que corte la recta £ en un punto N.

6. Con el compésapoyado en F marcamos los puntos Py P’ en la recta MN de ma-
nera que FP = MN = FP.

7. Lospuntos Py P’ pertenecen a una hipérbola con las caracteristicas establecidas
al inicio de esta construccién (figura 7.23).

8. Repetimos el procedimiento con tantos puntos sobre el eje X como deseemos, y
trazamos una curva suave que pase por ellos (figura 7.24).

) d V/
, Ap
/

\
/C FlM ¢

W 1 N

Figlira 7.24

Los puntos P asi construidos satisfacen las siguientes condiciones:
Su distanciaa Fes:

d(P,F)= MN.
Su distancia a la recta d es:

d(P.d)=McC.

Como la recta ¢’ tiene pendiente e, entonces:

MN
g

MC’

La hipérbola 351 )

d N
e P
C/\NF M ¢
PP
ef

Fgura 7.23
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Figura 7.25

asl,

d(P,F)=e-d(P.d).

Con hilo
Conocemos la distancia 2a que hay entre los vértices y conocemos los focos Fy F'.

. Colocamos unos alfileres para marcar los focos Fy F’ de la hipérbola.
. Amarramos un lapiz a la mitad de un hilo.

Pasamos una de las mitades del hilo bajo ambos alfileres, y la otra mitad sobre el
alfiler puesto en F’.

Ajustamos el hilo de manera que PF’ — PF = 2g.

Sujetamos firmemente los extremos del hilo en Q ytiramos de él de manera que, en
cada momento, jalemos la misma cantidad de hilo de cada uno de los segmentos.
H punto Pdescribe la hipérbola (figura 7.25).

Con papel doblado
Utilizamos una hoja rectangular de papel encerado.

1.

Dibujamos un circulo con centro Cy radio r, y marcamos un punto F fuera de él
(figura 7.26).
Doblamos el papel de manera que el punto Fcoincida con un punto del circulo
(figura 7.27).

. Marcamos el doblez y desdoblamos.

Figura 7.26

Figura 7.27

Continuamos doblando de manera que el punto F caiga sobre diferentes
puntos del circulo (figura 7.28).

\ y::‘f:i\x*,"/

J/ﬂ!‘l“ "
/i

Figura 7.28

Si hacemos suficientes dobleces, nos daremos cuenta de que aparece una curva

en forma de hipérbola. De hecho, cada doblez es tangente a ella.



La figura (7.29) muestra que al doblar la hoja a lo largo de la recta #, de manera
que el punto F coincida con el punto A del circulo, y al prolongar el radio CA, se
forma un triangulo isésceles ADF, ya que £ es la mediatriz de AF. El punto D es el
punto del doblez que pertenece a la hipérbola, ya que:

DC-DF=DC-DA=r,

donde r es el radio del circulo original. Asi, para cualquier doblez, tenemos que el
punto D, que es la interseccién del radio AC con el doblez, pertenece a la hipérbola
cuyos focos son Fy Cy en la que 2a = r (figura 7.29).

Puedes ver el ejemplo “conicaenvuelve” de la lista de construcciones de Geolab.

Hipérbolas con eje focal paralelo
a un eje cartesiano

Ahora estudiemos las hipérbolas que tienen su centro en cualquier punto del plano
y sus ejes de simetria son paralelos a los ejes. De nuevo utilizaremos la traslacion de
gjes vista en la unidad 3.

Comenzaremos con hipérbolas que tienen su eje focal paralelo al eje X,
Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuyos focos son F(1, 1) y F(5, 1) tal que la
distancia entre los vértices sea 2.

Solucion:

Los focos estan en una recta horizontal, el centro es el punto medio de los focos

C(3, 1). Como el centro no esta en el origen, no podemos utilizar directamente la

férmula (7.7). Primero, tenemos que hacer un cambio de coordenadas para trasla-

dar los ejes de manera que el nuevo origen coincida con el centro de la hipérbola.
Para ello sustituimos:

(x'=x-3)
Bl .Y, (7.18)

Para encontrar las coordenadas de los focos en el nuevo sistema, sustituimos sus
coordenadas originales en (7.18):

x'=1-3=-2 i xi=5=3=2
y=1-1=0 y=1-1=0,
asi que las nuevas coordenadas de los focos son F(-2, 0) y F(2, 0). La distancia
entre los vértices es 2a = 2 y la distancia focal es 2c= 4, por lo que:
B =2"-1"=3.
Asi, la ecuacion de la hipérbola, con respecto a las coordenadas X' Y’ es:

1 3
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&

La forma estandarde la -:)
ecuacién de una hipérbola
horizontal con centro en

C(h, k)es %—U;—‘x: 1.
Las asintotas de la )
hipérbola horizontal

{x :_-‘l”!_ Ly I:;"L;':: 1 ienen
ecuaciones y —k= f—J (x=h)
yy—k=- f—] {(x—h).

La forma estdndarde la )
ecuacién de una hipérbola
vertical con centro en

k)" _f(x- hy”

C(h, kyes ¥ 'J_ =1,

¥

Ahora sustituimos x” y y" de acuerdo con (7.18), y obtenemos la ecuacién en
forma simétrica:

(x=3) _(-1)" _
1 3

si efectuamos las operaciones y pasamos todo al primer miembro de la ecuacién,
obtenemos la ecuacién en su forma general (figura 7.30):

1;

3x -y’ —18x +2y+23=0.

Si consideramos que el centro de la hipérbola es C(h, k), el eje focal es paralelo al
eje X; y si llamamos 2¢ a la distancia focal y 2a a la distancia entre los vértices, las
coordenadas de los focos son F(h+ ¢, k) y F'(h — ¢, k).

Como en el ejemplo anterior, trasladamos los ejes de manera que el centro que-
de en C. Para lograrlo, hacemos la sustitucion:

En el nuevo sistema de coordenadas, la ecuacion de la hipérbola es:

a* BT
donde b® =¢* —a’.
Sus asintotas son las rectas:

.rbr _Er
y—ax y ¥= ax.

Si en las tres ecuaciones anteriores sustituimos x” y y” de acuerdo con (7.19), ob-
tenemos la forma simétrica de la ecuacién de la hipérbola, también conocida como
forma canénica o estdndar.

P

(x_h)z B (y_k]z P ‘
a* b* (7.20)

y las ecuaciones de las asintotas:
b b
—k=—(x-h —-k=——(x-h).
yok=—{x=h} ¥ ¥ —{x=H)
En el caso de que el eje focal sea vertical, los denominadores de (x = h)* y (y = k)’

en la ecuacién de la hipérbola estan intercambiados, por lo que el signo (—) afecta
al término con la variable x asi, tenemos:

(r-k) _(x-h) _,
a’ b* (7.21)




y las ecuaciones de las asintotas son:

y—k=§{x—h) y y—k=—§{x—h).

Sien las ecuaciones (7.20) y (7.21) desarrollamos los cuadrados y simplificamos,
obtenemos una ecuacién de la forma

L“:Ix’ +Cy’+Dx+Ey+F =0.:'; (7.22)

en la que solo hay que notar que A y Cson distintos de cero y de signo contrario. Esta
forma se conoce como la forma general de la ecuacién de la hipérbola, y es un caso
particular de la ecuacién general de segundo grado.

En resumen:

Posicién Ecuacién Centro Vértices Focos ByR’

(x-h} _(y-k) _, Vthtak)  F(htck) | Blhk+b)
2

Horizontal = x Clh, k) Vih-a k) F(h-ck) B'(hk-b)

2 2
(y-k) (x-h) Vih k +a) !F(hk+€) B(h+b, k)
s PO =1k V'(hk-a) iF’(hk—C) B'(h-b k)

~

Posicién Ecuacién Asintotas

Horizontal (x'h)z_(y—k)zﬂ i B L
= = y-k a(x h)y y-k a(x h).

(J"k}z (x-h) a a
Vertical = gl e e R
ca = 7 y b(x ) vy E,(x )
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L ]

Las asintotas de la -)
hipérbolavertical
{1'—‘11}' _x ;I’l}'z 1Hahen

a

ecuaciones y — k= %(x —-h)

yy-kz-%(x-h}.

La ecuacidén )
Ax*+ Cy*+Dx+ Ey+F=0
representa una hipérbolasi
A y Cson distintos de cero

y tienen signos contrarios.
Dicha hipérbola puede ser
degenerada.

Pensamient

Critic

Si en laecuaddn

Ax*+ Cy*+ Dx+ Ey+ F=0
setienequeA=1,C=-1
yD=E=F=0,;qué
hipérbola se obtiene?

La excentricidad de una J
hipérbola se define como

g==. Laexcentricidad de
unauhipérbola es siempre

mayor que 1.

Pensamient

Critic

iCdmo debe ser la
excentricidad paraque la
hipérbola sea muy cerrada?

1. Escribir la ecuacién 8x” =4y’ =24 x -4 y—15 =0 en la forma simétrica
y trazar la hipérbola.

Solucidn:
Agrupamos los términos en xy en yy pasamos €l término independiente
al otro lado de la ecuacion:

{sz -24x]-{4y2 +4y)= 15.
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Factorizamos los coeficientes de x*y de y* para que sea mas sencillo com-
pletar los cuadrados perfectos:

8(x* -3x)-4(y* + y)=15.

En cada paréntesis completamos el trinomio cuadrado perfecto, recor-
dando que debemos sumar la misma cantidad en el otro lado de la ecua-
cién para que la igualdad no se altere:

9 1
8lx*-3x+=|-4|y +y+—|=15+18—-1,

3 i 1 2
8 x—=| —4|y+—| =32,
() 43

dividimos entre el término independiente y obtenemos:

(e=3f _(r+3) _,
4 T

simplificamos:

Como el coeficiente del paréntesis en x es positivo, la hipérbola es hori-
zontal. El centro es C(2,—1

a’=4,b"=8y ¢*=4+8=12,

Asi que la longitud del eje transversal es 2a = 4 y la distancia focal es
2¢ = 4/3. Por tanto, los focos son:

1 1
F(§+2J§ ,—5) ~ F(4.96,-05) y F’(%—z\.@,—i)z F'(~1.96,-05),
y los vértices son:
V(L z,—l)a V(3.5-05) y V’(E—z,—l) = V/(~05,-05).
2 2 2 2

Las asintotas son:

)’+%=ﬁ(x—%) y y+%=-\5(x-z)-

2

En resumen, la ecuacién es:

(-1 (2
4 8 )




y ademas tenemos la siguiente informacién sobre esta hipérbola:

Posicién Centro Vértices
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Horizontal | ¢(3,_1) v(z,-1) F{§+2~ﬁ,-—§) B{%,—é-m"ﬁ)
V(-4-1) | F(3-243-1) B(3-1-48)

. Encontrar la ecuacién de la hipérbola vertical cuyas asintotas son:
x=2y+1=0 y x+2y-3=0,

yla longitud del eje transversal es 2.

Soludén:

Resolvermos simultaneamente las ecuaciones de las asintotas:
x=2y+1=0
x+2y-3=0.

Si sumamos las ecuaciones y despejamos x, tenemos que x = 1. Sustituimos
este valor en cualquiera de las ecuaciones y obtenemos que y = 1. Asi, el
centro es C(1, 1).
La longitud del eje transversal es 2a = 2, entonces a = 1. Como la hi-
pérbola es vertical y conocemos las pendientes de las asintotas, tenemos:
1 a 1 1 a 1

b b 2’ b b 2
de donde b= 2y la ecuacién de la hipérbola es:

-1 (=17 |
1 4

que en la forma general es —x” + 4y’ + 2x -8y -1 =0 (figura 7.32).

LAY

Figura 7.32

Fgura 7.31

Pensamient

CTItIC

Dada la ecuacién

Ax* + Cy*+ Dx+ Ey+ F=0,
jcémo se determina

si corresponde auna
hipérbola? En caso de
tratarse de una hipérbola,
jcémo se sabe si es
horizontal o vertical?
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Las ecuaciones de las )
directrices de una hipérbola
horizontal con centro en

(h kK)sonx—h= '-';y
x—h=-%

c

Las ecuaciones de las J

directrices de una hipérbola

vertical con centro en (h, k)
: 2

son}fr-k:$yywk:——

Directrices de la hipérbola con centro en C(h, k)
Las directrices de las hipérbolas horizontales y verticales con centro en C(h, k) las
podemos obtener a partir de las directrices de las hipérbolas con centro en (0, 0)
mediante la traslacion de ejes:

X=x-h, y=y-k

que hemos estado usando en este apartado, asi, a partir dela tabla (7.17) obtenemos:

Tipo de hipérbola  Directrices Foco asociado

2
Horkzontal x=h=2 |Pp+e R
c
a2
Horizontal X=h==-——|Flh-ck
c
uz
Vertical y-k=— Fhk+o
c
a3
c

1. Encontrar las ecuaciones de las directrices de la hipérbola cuya ecuacién es:

(y-5) (x+8) i
64 225

Solucién:
La hipérbola es vertical. En la ecuaci6n de la hipérbola observamos que:

a=64 y b =225

dedonde:
¢’ =64 +225 =289,
asf:
c=+/289=17.
Entonces las ecuaciones de las directrices son:
R 7O Y

c 17 c 17
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es decir,
=— =876 y=1 =124
Y A
\}/
10
5
25 20 -15 -10 -5 5 ;
-5 \\

Figura 733

2. Considerar la ecuacién de la hipérbola 9x* — 16y* — 36x + 160y — 940 = 0.
Encontrar la ecuacion de la asintota con pendiente negativa, la ecuacion de la
recta £ perpendicular a la asintota que pasa por el foco que tiene abscisa ne-
gativa y la ecuacién de la directriz correspondiente a ese foco. Demostrar que
las tres rectas concurren, es decir, se cortan en un punto.

Solucién:
Escribimos la ecuacion de la hipérbola en la forma simétrica:

9x" =36x =16y" +160y =940
9(x* -4x +4)-16(y* ~10y +25) =940 +9(4) ~16(25)
9(x-2) -16(y-5)" =576

(x=2) _(y-S]z i
64 36

La hipérbola es horizontal, y su centro es C(2, 5):

a’=64, b’ =36, " =64+36=100,
entonces:
a=8, b=6, c=10.
Los focos son:
F/(2-105)=F(-8,5) y F(2+10,5)=F(12,5).

Las ecuaciones de las asintotas son:

6 6
y5—8(x2] y=-5 = s(x 2)
y
P P T Y |
4 2
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Las ecuaciones de las directrices son:

x-2 = ﬂ x—-2 = - %
10 10
y
42 22
x = — x = —-—,
5 5
La asintota con pendiente negativa es:
\" 4" 27 (7.23)

La recta perpendicular a esta asintota y que pasa por el foco F'(-8, 5)
tiene pendiente igual a £ y su ecuacién es:

4
y-5 =g{x+ 8),

es decir,

5 4 i 47
37 3’
Para encontrar el punto donde se corta esta recta con la asintota anterior

resolvemos la siguiente ecuacion:

3 13 4 47

- Xt —=— —

XT3 3%

que es |a abscisa de cualquier punto que esta en la directriz por tanto, las
dos rectas se cortan sobre la asintota. Sustituyendo este valor en la ecua-
cién (7.23) tenemos:

3 22 13 4%

y:—— —_— ———

4 5 2 5

H punto donde se cortan las tres rectas es P{-— = %)

Y,

I

15
/A
F

o
=
=
el
8
b'q‘lf

Figura 7.34
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k]l En cada caso, encuentra las coordenadas de los focos, los vértices y el centro de
v las siguientes hipérbolas.
& (y-?}z_(x+3}2=l y (x+9]2_(y-l)2=1
25 16 ' 81 9 '
(447 _(r+6F | o e (-3
9 4 25 36

Escribe cada ecuacién en su forma simétrica, da las coordenadasdelosfocos y los
vértices, asi como las ecuaciones de las asintotas.

5. x° =y —4x-4y-400=0. 12. =3x*+2y" +18x-20y+17=0.

6. =25x"+4y’ +32y-36=0. 13. 4x* =y’ —40x-8y+68=0.

7. 4x* =9y’ +8x-54y-113=0. 14. 3x° =2y* +12x +2y-14=0.

8. 3x’-2y’+12x-12y-48=0. 15. x*=2y" +4x +20y-50=0.

9. —4x" +49y" -48x +98y-291=0. 16. -3x"+25y" —18x+150y+798=0.
10. x* -4y’ —6x-8y-59=0. 17. =8x*+3y" +128x-6y-557=0.
1. =x*+y*+10x -8y-18=0. 18. x* =12y - 14x+168y-551=0.

19. Encuentra la ecuacion de la hipérbola con vérticesen V(7, 1), V'(-3, 1) y
con focos F(9, 1), F'(-5, 1).

20. Halla la ecuacién de la hipérbola con vértices en V(4, =2), V'(0, —2) que
pasa por el punto P(6,3 3- 23.

21. Da con la ecuacién de la hipérbola con vértices en V(2, 7), V'(2, —7) que
pasa por el punto Pf‘l,?ﬁ;’,

En cada caso, encuentra la ecuacion simétrica de la hipérbola que tiene los si-
guientes datos.

22. Centro C(-5, 3), vértice V(-9, 3) y x + 2y - 1= 0como una asintota.

23. Centro C(1, 4), vértice V(1,4 + Jﬁ] y X+ y=5=0 como una asintota.

24, Veértices V'(=11,-7), V(5,-7) y x = 2y-11=0como una asintota.

25. Vértices V'(=2, -3), V(-2, 7) y x +5¥~ 8 =0 como una asintota.

26. Vértice V(—4, 3),centro C(—4, 5) y excentricidad de 1.

27. Veértice V(%,l), centro C(8, 1) y excentricidad de £.

28. Encuentra la ecuacién del circulo cuyo centro coincide con el dela hipérbola
x" =2y’ —=8x +24y-60=0 y cuyo radio es |la mitad del eje transversal de
la hipérbola.

29. Halla la ecuacién de la parabola cuyo vértice se encuentra en el vértice infe-
rior de la hipérbola 16 y* = 25x* — 192y — 250x — 449 = 0 y cuyo foco esta
en el centro de la hipérbola.

30. Encuentra la ecuacién de la elipse horizontal cuyo centro se encuentra en
el centro de la hipérbola y* —4x” +48x +10y - 47 =0, cuyo eje mayor es
igual a la distancia entre los vértices de la hipérbola y cuyo eje menor esta
determinado por la longitud del segmento que une el centro de la hipérbola
con el punto de interseccién de esta con la recta 2x + y+5 =0.
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31. Dalaecuacion dela hipérbola vertical que tiene el mismo centro que la hi-
pérbola x” —3y” +16x +36y —53 =0, la misma longitud de eje focal y la
misma distancia entre sus vértices.

32. Encuentra laecuacion de la hipérbola conjugada de la hipérbola cuyo centro
es C(—5, —2),a =7y b= 9. Revisa las férmulas de |as hipérbolas conjugadas
en el gjercicio 24 del apartado "Hipérbola vertical”.

33. Halla la ecuacién de la hipérbola horizontal con centro en C(4, —3),a=12y
que pasa por el punto (-12,-3 + 3\/5)

34. Demuestra que si las asintotas de una hipérbola con centro en C(h, k) son
perpendiculares, entonces la hipérbola es equildtera. Recuerda que una hi-
pérbola es equilatera sia = b.

35. Considera la hipérbola 9x* —4y* —=54x — 8y + 113 = 0. Encuentra las ecua-
ciones de las asintotas y la distancia del foco que tiene ordenada negativa a
cada una de ellas. Compara esta distancia con el valor de b.

36. Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(10, 0) y es paralelaa
la asintota de la hipérbola 25x”° — 144 y* —50x —1728 y — 8759 = 0 que tiene
pendiente positiva. ;En cudntos puntos corta esta recta la hipérbola?

37. Los vértices de una hipérbola son V’(-3, 5) y V(1, 5). Si tiene excentricidad
de Z, encuentra la longitud de cada lado recto, las ecuaciones de las asinto-
tasy de las directrices.

Aplicaciones de la hipérbola

Cuando un avién viaja a una velocidad mayor que la del sonido, es decir, a mas de
1 mach, genera una onda de choque que tiene la forma de un cono y que en el piso
forma una hipérbola. Las construcciones que se encuentran en el trayecto de esa
hipérbola se ven afectadas por €l sonido provocado por esa onda. Este fendmeno se
conoce como curva del estampido supersénico.

Actualmente estan prohibidos los vuelos supersénicos sobre las ciudades.

Propiedad de reflexion de la hipérbola

En 1609 Galileo Galilei ) Imaginemos que una sola rama de la hipérbola es un espejo y quitemos la otra rama.
RSNt AR e DRk Un rayo que emana del foco de la rama que quitamos se refleja en la otra ramay se

de Venecia el primer T ; ;
wlescoplo e tenla 8 dirige en direccién opuesta al otro foco (figura 7.35).

aumentos. En1610 anuncid

que la superficie lunar no Y,
era lisa, que tenia valles y
montanas, y que Japiter P
tenia cuatro satélites. En
1613, con un telescopio F’/ ay F o
de 18 aumentos, pudo . / X
determinar que el 5ol tenia

manchas.

Figlira 7.35



Dicho de otra manera, cuando un rayo dirigido hacia el foco Fchoca en la rama
de la derecha, se refleja hacia el foco F’.

La propiedad de reflexion de la hipérbola se utiliza para construir telescopios
parabélico-hiperbdlicos en los que se combinan un espejo parabélico y otro hiper-
bélico (figura 7.36). El foco F es com(n a las dos conicas y el foco F’ de la hipérbola
es el vértice de la parabola. Ademas, la distancia entre Fy F’ es el parametro p de la
parabola.

foco comun
F
espejo hiperbolico
~] |_— espejo parabdlico
F
el otro foco de la hipérbola

Figura 7.36
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Propiedad de reflexién de ')
la hipérbola. Si un rayo
procedente del exterior de
una hipérbolase dirige a
uno de sus focos, al chocar
contra ella, se refleja hacia

el otro foco.

1. Sien un telescopio como el de la figura 7.36 la ecuacién de la hipérbola es
= 16y” - 9x” - 144 = 0 (espejo superior), ;cual es la ecuacién de la parabola?

Soludidn:
Escribimos la ecuacion de la hipérbola en la forma simétrica:

16y’ -9x* =144
FE
44 1M

16 9

¥ ox
9 16

sucentro estd en el origen, la distancia del centro a cada foco es:
c=vVa'+b =16 +9 =5,

asf que la distancia entre los focos es 2c = 10; luego, el foco de
la hipérbola que coincide con el vértice de la pardbola tiene
coordenadas (0, —5) y la distancia focal es p = 10, asi que la
ecuacion de la paradbola es:

(x-h)' =4p(y-k)
(x-0) =4(10)(y~(-5))

x? =40(y +5).

Y
10%
5¢F
> 5
15510 -5 5 107y
T|F
Fgura 7.37

™
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2. Ricardo (R)yJuan (J)seencuentran en elcampo en lascoordenadas R(0, 0)
y J(10, 0), respectivamente, las unidades usadas son kildémetros. Durante
una tormenta cae un rayo. Ricardo tarda 12 segundos mas en escucharlo
que Juan. Si la abscisa del lugar donde cayé el rayo es 10, jen qué lugar
cayo? Dada la alta velocidad de la luz, se puede considerar que los dos
sujetos ven el rayo simultaneamente y que la velocidad del sonido es de
3 km/s.

Solucién:

Si Ricardo tard6 12 segundos mas que Juan en oir el rayo, la diferencia de
12

las dlstanqas del lugar Pdondecay6 a RyaJes — km (la velocidad del

sonido es — km!‘s}

d(P,R)-d(P, }):12(%) =4,

asi que el rayo estd en una hipérbola con focos Ry Jen la que 2a = 4.
El centro de la hipérbola es el punto medio de los focos:

C [M ,M) =C(5,0).
2 2

La distancia entre los focos es 2¢ = 10, de dende ¢ = 5.Con estos datos es
posible deducir los valores de b*:

b =c’-a*=(5) -(2)" =2L
La ecuacion de la hipérbola es:
(x-5) _»' _,
4 21

sustituimos x = 10 en la ecuacién anterior,

(10-5) y*_
4 21
6y _»r_
4 21
2
B Py
4 21
4 21
2_y"
4 21
21(%]:)}2
L
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p

de donde yes:
21 21

)"=? 0 y=—?.

Por tanto, los dos lugares posibles donde pudo caer el rayo son {10,%) b
(10,-2) (figura 7.38).

Y
3
10‘
5
I k.
R 5110 X
-5
= -10
/
Figura 7,38

Sistema de navegacion Loran

Supongamaos que en una costa recta se encuentran dos radiofaros,a 100 kilémetros
de distancia uno del otro, que emiten simultaneamente una sefal de radio. Un bar-
co que se encuentra frente a ellos recibe estas sefales; si el barco esta mas cerca de
un radiofaro que del otro, puede con gran precision determinar el tiempo que pasa
entre el momento en que recibe la sefial del faro cercano y la del lejano. Suponga-
mos que este tiempo transcurrido es de 0.000083 segundos; si el barco avanza hacia
la costa en una trayectoria en la que mantiene constante esta diferencia, ja qué
lugar de la costa llegara?

Solucién:
Denotemos por d, y d, las distancias del barco a los faros y por ¢, y £, los tiempos en
que fueron recibidas las sefiales.

Las sefales de radio viajan, como la luz, a 300000 km/s, asi que 0.000083 segun-
dos corresponden a la distancia

d, —d, =(t, —t,) x 300000
=0.000083 X 300 000 = 24.9 km.

Figura 7.39

Esto es, la diferencia entre las distancias del barco a los radiofaros es de 24.9 km.
Si el barco avanza a la costa en una trayectoria en la que mantiene constante esta
diferencia, se estd moviendo sobre una hipérbola cuyos focos son los radiofaros y:

2q=12409,

Cuando llegue a la costa, el barco estara en uno de los vértices de la hipérbola, a
12.45 kildmetros del centro de ella, por lo que estara a:

50 -12.45 = 37.55 km

del radiofaro que estaba mas cercano a él (figura 7.39).
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Actualmente el sistema -)

Loran estd siendo
sustituido por el sistema cps
(global positioning system,
que significa”sistema de
posicionamiento global”),
el cual utiliza satélites para
su operacion. Este sistema
empezé aoperar en

1994 y usa intersecciones
de hiperboloides para
determinar una posicion.

La palabra cometa )

proviene de la palabra
en latin stella cometa,
que significa’estrellacon
cabellera”.

El sistema de navegacion descrito en el ejemplo anterior se llama Loran (Long Ran-
ge Navigation) por sus siglas en inglés, que significa “navegacion de larga distancia”. Fue
desarrollado durante la Segunda Guerra Mundial. El sistema Loran-C se desarroll6 en
1957 para uso civil. Actualmente hay radiofaros Loran en gran parte de las costas de
todo el mundo, en especial en Estados Unidos y Europa, y los equipos para recibir sus
sefiales son cada vez mas accesibles, aun para embarcaciones pequenas.

Arquitectura

Vladimir Shijov (1853-1939), de nacionalidad rusa, fue el primero en construir una
torre hiperbélica en 1896. Una de las torres que construyé fue la Torre Shabolovka
en 1922. Tiene una altura de 160 m y es una torre de transmision.

Otras extructuras hiperbélicas son las chimeneas de enfriamiento de las plantas
de energia nuclear.

Torre Shabolovika. I Chimenea de enfriamiento. J

El arquitecto Félix Candela Outerifio (1910-1997) desarrollé nuevas formas es-
tructurales de hormigén armado donde utilizé paraboloides hiperbélicos para ha-
cer muchas de sus famosas construcciones. Una de sus primeras construcciones de
este tipo fue el restaurante Los manantiales en Xochimilco, México, en 1958.

=

Restaurante Los Manantiales, _J

Astronomia

Un cuerpo celeste que provenga del exterior del sistema solar y sea atraido por el
Sol, describira una 6rbita hiperbélica, teniendo como un foco al Sol y saldra nueva-
mente del sistema solar. Esto sucede con algunos cometas.



El cometa C/2004 H6 (Swan) tiene una excentricidad de 1.000488 y, por tanto,
su érbita es hiperbolica. El 31 de diciembre de 2010 se encontrara a una distancia de
19.633 UA de la Tierra.

El reloj de sol

El Sol describe diariamente en el cielo un arco de circunferencia. Este movimiento
aparente se debe a la rotacién de la Tierra y es la causa de que la sombra que pro-
yecta un objeto fijo describa una conica. Para construir un reloj de sol hay que tener
en cuenta esto. Estan provistos de un punzén que proyecta su sombra sobre una
superficie plana donde estan marcadas las horas. El extremo de la sombra indica la
hora solar correspondiente. La linea que une el Sol, considerado como un punto,
con el extremo del punzén recorre a lo largo del dia parte de la superficie de un
cono. Este cono es cortado por el plano del reloj donde se observa la sombra del
extremo del punzén. La trayectoria que sigue esa sombra es la de una conica. En
ciertas latitudes esa cénica es una hipérbola, tanto mas curvada cuanto mas proxi-
mo esté del solsticio de verano o de invierno. En dos dias del afio, la trayectoria de la
sombra que proyecta el punzén es una recta en todos los lugares de la Tierra. Esto
ocurre en el equinoccio de primavera y de otofio.

1. Sien un telescopio como el de la figura 7.36 la ecuacién de la hipérbola es
144y* —25x* - 3600 = 0, ;cudl es la ecuacién de la parabola?

2. Un barco se encuentra frente a una costa donde hay dos faros Loran, a una
distancia de 200 kilometros entre ellos. El barco recibe la sefial de losfaroscon
una diferencia de 0.0001 segundos. ;En qué punto tocara la costa si mantiene
esta diferencia de tiempos?

3. Siel barco del ejercicio anterior desea entrar a un puerto que se encuentra en-
tre los dos faros, a 50 kilometros del faro mas cercano a él, jqué diferencia de
tiempos en las sefiales Loran debe buscar para seguir esa trayectoria?

4. Dos faros Loran estan en una costa recta, separados por 100 kilometros. Un
barco navega en una trayectoria recta paralela a la costa, a una distancia de
50 kilometros de ella. Si recibe las sefiales de los faros con una diferencia de
0.0002 segundos, jcual es la posicién del barco?

5. Dos personas, A y B, se encuentran en el campo en las coordenadas A(0, 0),
B(%,0); las unidades usadas son kilémetros. Durante una tormenta cae un
rayo. La persona A tarda 5 segundos mas en escucharlo que la persona B. Sila
abscisa del lugar donde cayd el rayo es 6, jen qué lugar cay6? Dada la cercania
de los puntos, puedes considerar que los dos sujetos ven el rayo simultanea-
mente y que la velocidad del sonido es de 5 km/s.

6. Dos observadores estan en los puntos A(=5, 0) y B(5, 0) respectivamente.
Un cafién se encuentra en un lugar Q(x, 6). El observador en A escucha un
disparo 18 segundos después del momento en el que lo oye el observador B.
Encuentra la posicién del cafién. Considera que el sonido viajaa 3 km/s.

7. En un telescopio con espejos parabdlico e hiperbdlico, la distancia entre los
focos es 8 y la excentricidad de la hipérbola es 2. Encuentra la ecuacion de la
hipérbola y de la parabola que generan los espejos. Coloca el origen del sis-
tema de coordenadas en el punto medio entre los focos.

w
e
=

e
w
L
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8. Dos faros Loran estan en una costa recta a 300 kilobmetros de distancia. ;Qué
diferencia en las lecturas de las sefiales debe buscar un barco para tocar tierra
entre ellos a 50 kilémetros de uno de los faros?

Otra interpretacion de la definicion de la hipérbola

Hagamos un andlisis similar al gue hicimos en el caso de la elipse. Observemos nue-
vamente la ecuacion simétrica de una hipérbola horizontal:

(x-h) (y—k)
ME b :
Veamos otra interpretacién de esta ecuacion.

Si el centro de la hipérbola es C(h, k), entonces el eje focal de la hipérbola es la
recta:

y el eje no focal es la recta:

De donde para un punto P(x, y) cualquiera, el término (x=h) es el cuadrado
de ladistanciade Palarectax=h,y ( y- k} es el cuadrado de la distancia de P a
larectay=k.

Asf, si £ es la recta que contiene los focos de la hipérbola y £ es la recta perpendi-
culara £ que pasa por el centrode la hipérbola, 2a es la distancia entre los vérticesy 2¢
es la distancia entre los focos, entonces la ecuacién de dicha hipérbola horizontal es:

./ .

‘ D(p,¢')y  D(P,¢)
a 'S

=1,

(7.24)

donde b* = ¢* - a’, es decir,

u_ (7.25)

donde (x",y’)son las coordenadas de Pcon respecto a los ejes 4, £'.
Esta manera de ver la ecuacion de la hipérbola es particularmente (til cuando
sus ejes no son paralelos a los ejes cartesianos.
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1. Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuyos focos son F(3, 6) y F'(3, —4)
y la distancia entre los vértices es 6.

Solucién:
El centro de la hipérbola es el punto medio de los focos:
—4
2 2

entonces €l eje focal es x = 3 y, por tanto, la hipérbola es vertical. La recta
perpendicular al eje focal que pasa por el centro es y= 1, la distancia focal es:

2c=\J(3-3) +(6+4) =10

y la longitud del eje transversal es 2a = 6, asi que a = 3 y, por tanto, los
vértices son:

V'(3,-2)y V(3,4).

Por ultimo,

i
/s
N

P =5-3 =15 = 2
Asi, la ecuacion de la hipérbola es (figura 7.40): =]
()"_ 1}2 o [JC - 3)2 =1 Figura 7.40
9 16 ’

2. Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuyosfocosson F(0,0), F'(4,4) y la
distancia entre sus vértices mide 2.

Solucién:
El centro de la hipérbola es el punto medio entre los focos:

+4 0+4
foyeese

) =(C(2,2).
El eje focal de la hipérbola es la recta que contiene los focos:
£ y=x,

la recta " perpendicular a la anterior que pasa por el centro de la hipér-
bola tiene pendiente —1 y su ecuacion es:

y=2=~(x-2)
y=-x+4
La distancia de un punto (x, y) a £ es:

-X+y

N5
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Figura 7.41

yafes:
x+y-4

N}

Como la longitud del eje transversal es 2a = 2, el valor de g es 1.
La distancia entre los focos es:

2c=42+4% =32 =2./8,

asiquec= Jg,y:
b=+8-1=17.
Al sustituir estos valores en la ecuacién (7.24), obtenemos:
[x+y—4]2 (x—y)z
2 ) &
1 7

(Fto-d4] fz=9)
2 14

=1

desarrollamos los cuadrados y multiplicamos por 14 para eliminar los de-
nominadores:

7#’(.1:2+2.:c;v---Ebc-1-y2 ---Ely+l15)-—-(.1r:2 - 2xy + y’)=l4,

a continuacion, pasamos todos los términos al primer miembro de la
ecuacion y dividimos entre 2 para obtener (figura 7.41):

3x +3y” + 8xy —28x-28y+49=0.

. Encontrarlaecuacién delahipérbola cuyosvérticesson V’'(-1,-1), V(1,1)

y la distancia entre sus focos mide 4.

Solucién:
El centro de la hipérbola es el punto medio entre los vértices:

=1+1 =-1+1
C ) = ((0,0).
7= aoo)
El eje focal de la hipérbola es la recta que contiene los focos y los vértices:
£ y=x

la recta £’, perpendicular a la anterior y que pasa por el centro de la hipér-
bola, tiene pendiente —1y su ecuacién es:

y==x.
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La distancia de un punto P(x, y) a £ es:

-X+y

V2

¥

yaf'es:
x+y

N7

La distancia entre los focos es 4, entonces 2¢ = 4,de donde ¢ = 2. La distancia
entre los veértices es:

24 =22 42 =38 =242,
asiquea=\5.y:
buma-2 =12,

Al sustituir estos valores en la ecuacién (7.24), obtenemos:

D(P,¢')" D(P,¢) i
az bz =
v M)
V2 ) A2 ) )

(Vo) (V2]

(x+y) (=) _,
4 4
x’ +2xy+y2 —{x2 —2xy+y3) g
. =
xy=1

Por tanto, la ecuacién de la hipérbola es (figura 7.42):
xy=1

Es muyimportante hacer notar que en la ecuacién anterior aparece un tér-
mino en xy. Como veremaos en la unidad de la ecuacion general de segundo
grado, este término indica que los ejes de la conica no son paralelos a los ejes
cartesianos.

Fgura 7.42

. El producto de dos nimeros es 1y la diferencia de sus cuadrados es &. Encon-
trar los nameros.

Solucién:
Llamamaos x y ya los nimeros buscados.
Sabemos que el producto de dos nimeros es 1, es decir,

xy=1
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y la diferencia de sus cuadrados es &, de donde:
80
¥-yl=—,
¥ 9

Observemos que cada ecuacion representa una hipérbola. Entonces lo
que estamos buscando son los puntosde interseccién de ambas hipérbo-
las. Debemos resolver el sistema formado por estas dos ecuaciones:

xy =1
80
¥mylm—,
! 9

Despejamos y de la primera ecuacion:

|

=—3
Y x
la sustituimos en la segunda y simplificamos la ecuacion:

, 1 80
X' —-—=—
X 9
80

x'=1=—x
9

9x"' —=9-80x" = 0.
Ahora hacemos un cambio de variable z = x* de donde:
9x' -80x-9=0
9z° -80z-9=0.
Resolvemos la ecuacion:

,_ 80 /807 —4(9)(-9)
- 2(9)

_ 80x+/6724
2(9)
_ 80«82
2(9)
_ 4041
9 3
de donde:
_40+41 _ srli=dl 1
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L ]
Como z = x?, entonces solo consideramos la solucién positiva. Asi:

es decir,

Six=3,entonces y =1.

Six=-3,entonces y = -3. 2 N4 X
Comprobacion:
Six= 3, y =5 entonces:

Figura 7.43

Primera ecuacién: xy = 3(%) =1

2
Segunda ecuacién:  x* —y*=3" —(l) =9-

Six=-3, y = -3, entonces:

1
Primera ecuaciéon:  xy= —3(—5) =1

1Y 1
Segunda ecuacion:  x° — y* = (-3’ —(——) =9—§ =

En cada caso, encuentra la ecuacién de la hipérbola con los datos indicados.

Ejercicios

Focos F(—1, —8), F(1, 0) y la distancia entre sus vértices es 2.

Focos F'(—5,6), F(3, 2) y la distancia entre sus vértices es 6.

Focos F(—5,=2), F(7, 0) y la distancia entre sus vértices es 12.

Focos F'(3, 4), F(—1,-2) y la distancia entre sus vértices es 2.

Focos F(3, 3), F(11, 3) y la distancia entre sus vértices es 4,

Focos F(0, 0), F(12, —2) y la distancia entre sus vértices es 10.

Focos F'(—8, —1), F(-2, —7) y la distancia entre sus vértices es 6.

Focos F'(—1, 11), F(13, 1) y la distancia entre sus vértices es 14.

Focos F'(lz 3 8), P {% ,-2} y la distancia entre sus vértices es 8.

Focos F'(—9, —11), F(11, 5) y la distancia entre sus vértices es 4.

. Focos F(5, 5), F(-7,-7) y la distancia entre sus vértices es 8.

Focos F(0, 10), F(16, 8) y la distancia entre sus vértices es 8.

. El producto de dos niimeros es 1y la diferencia de sus cuadrados es 35 . En-
cuentra los nlmeros e interpreta el problema geométricamente.

. El producto de dos nlimeros es 27 y la diferencia de sus cuadrados es 72. Ha-

lla los niimeros e interpreta el problema geométricamente. J

o N BN

e
|l < B

ek
L
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15. E producto de dos niimeros es 3 y la suma de suscuadrados es 10. Encuentra
losnimeros e interpreta el problema geomeétricamente.

16. Una fuente tiene una base rectangular. Su perimetro mide 22 metros y su
area 24 metros cuadrados. Sobre el ancho de la base se quiere construir una
pared cuadrada. ;Cuanto mide el area de la pared?

Las funciones cuadraticas y las hipérbolas

Un automovil tarda hora y media en recorrer 120 kilometros. ;A qué velocidad pro-
medio los recorrié? ;A qué velocidad tendria que ir si quiere llegar en 1 hora?

Solucién:
Como la distancia d es igual a la velocidad v por el tiempo t,entonces:

d= w)
de donde:
d
v=—,
r
Asi:
V= @ = 80.
15

El automévil iba a una velocidad promedio de 80 km/h.
Para llegar en 1 hora tendria que viajar a una velocidad promedio de

V=%0=120.

Observamos que conforme el tiempo disminuye la velocidad aumenta.

Dos cantidades se dice que son inversamente proporcionales si al aumentar una, la
otra disminuye, es decir, y es inversamente proporcional a x si:

k

X
donde k es la constante de proporcionalidad.

1. A temperatura constante, el volumen V de un gas es inversamente pro-
= porcional a la presién P:

vt
P
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El volumen de un gas es 400 cm’bajo una presién de 16 kg/cm?. ;Cudl serd el |6 cientificos )
volumen bajo una presion de 20 kg/cm?? Boyle (1627-1691),
Charles (1746-1823),
Avogadro (1776-1856) y
Gay-Lussac (1778-1850)
fueron los que descubrieron

Solucién:
Primero determinamos la constante de proporcionalidad. Sabemos que:

V= E las leyes de los gases: ‘r’;— =
T p’ Py’
T
de donde:
k=VvP
=(4w)16 ¥ es inversamente -)
= 6400. proporcional a x, sl y= 'T
donde kes la constante de
El volumen bajo una presién de 20 kg/cm? es: proporcionalidad.
6400
V=—-=320.

20

Por tanto, el volumen del gas es de 320 cm3 bajo una presion de 20 kg/cm2.

2. El tiempo t requerido para realizar una obra es inversamente proporcional al
nimero de trabajadores A. Si 6 trabajadores levantan una barda en 72 horas,
en jornadas de 8 horas diarias, jcudntos trabajadores se necesitarian para ha-
cer la misma barda en 18 horas?

Solucién:
Primero determinamos la constante de proporcionalidad. Sabemos que:
k
f=—,
A
de donde;
k= At
=6(72)
=432,
Asi:
@
S
Como debemos encontrar el nimero de trabajadores, despejamos A de la
férmula anterior:
A= E
t
= E =24,
18

Por tanto, se necesitan 24 trabajadores.
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Fgura 7.44

Figura 745

k| Encuentra la constante de proporcionalidad y la ecuacion si y es inversamen-
¥s| teproporcionalax.
o
m| 1. y=5x=30, 4. y=35x=1.
2. y=24,x=6. 5 y=32,x=1.
3, y=8x=3 6. y=3,x=5.
7. Para un area fija, la altura de un triangulo es inversamente proporcional

a la base. Si la base mide 5, la altura mide 8. ;Cuanto mide la alturasi la
base mide 47 ;Cual es el area de estos triangulos?

4. En una zona arqueolédgica hay 20 arqueblogos y tienen viveres para 6
meses. Como la zona descubierta es muy grande llegan 12 arqueélogos
mas. ;Para cuantos meses tienen viveres?

9. El aire contenido en un cilindro est4 a una atmasfera de presién. Si me-
diante un pistén el volumen del cilindro se reduce a la tercera parte, ;a
qué presion estara el aire dentro del cilindro?

10. Anitainflaun globoen la Ciudad de México, de manera que este tiene un
volumen de 1 dms3, y hace un viaje en coche con sus papas a Acapulco. La
presion atmosférica en la Ciudad de México, cuando inflé el globo, era de
580 mm de mercurio y la temperatura de 25 grados. Cuando llegaron a
Acapulco, la presion era de 760 mm de mercurio y, como ya estaba ano-
checiendo, la temperatura también era de 25 grados. Anita not6 que su
globo se achicé, jcudl es el volumen del globo en Acapulco?

Desigualdades y la hipérbola

Describe los tres subconjuntos del plano determinados por la hipérbola
16x% — 25¢* — 64x — 150y — 561=0.

Solucién:
Escribimos la ecuacién en forma simétrica;

(-2 (eof |
25 16 (7.26)

Vemos que se trata de una hipérbola horizontal con centro en C(2, -3),a=5y
b = 4 (figura 7.44).
La hipérbola divide el plano en tres conjuntos:
» H de puntos que estan en la hipérbola.
b El de puntos que estan fuera de la hipérbola, es decir, donde esta el centro de
la hipérbola.
» El de puntos que estan dentro de alguna rama de la hipérbola; por ejemplo,
los focos.
Ahora consideremos cualquier punto P(x, ¥) que no esté en la hipérbola, por
ejemplo, que esté fuera de ella (figura 7.45).



Construimos el punto Q(x,, y,) en la hipérbola de tal manera que se encuentre
en la misma horizontal que P, es decir, y, = y.

De acuerdo con la ecuacién (7.24), (xl - 2}2 y( »+ 3)2 son los cuadrados de las
distancias de Q a los ejes de la hipérbola (punteados en la figura 7.45). Como P esta
a la misma distancia que Q del eje horizontal de la hipérbola, entonces:

2 2
(y+3) =(n+3),
ycomo P esta mas cerca del eje horizontal de la hipérbola que Q, entonces,

[ (x-2) <(x-2);

(x_z)z _()“'"3)2 g {xl "2}2 __(yl “'3)2 =1
25 16 25 16

la Gltima igualdad se cumple, ya que Q esta en la hipérbola.
Todos los puntos que estan fuera de la hipérbola satisfacen:

(x-2f _(r+3) |
25 16

Los puntos que estan en la hipérbola satisfacen la ecuacion:

(x-2) h(y+3}2 1
25 16

Los puntos que estan dentro de la hipérbola satisfacen la desigualdad:
2 2z
(x-2f (r+3) |
25 16

Una hipérbola divide el plano en tres conjuntos:

) H de puntos que estan en la hipérbola (figura 7.46).
) H de puntos que estan fuera de la hipérbola (figura 7.47).
» H de puntos que estin dentro de alguna rama de la hipérbola (figura 7.48).

YA YA YA
> > -
/ \X / \X i
en fuera dentro

Figura 7.46 Figura 7.47 Figura 7.48
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YAP

/

/b'qv

Figura 7.49

Los puntos que se

encuentran dentro de
la hipérbola horizontal

con ecua

(x-h) :

(y=K"
_ AT
3

cién

1

:]'I &
satisfacen la desigualdad

(x=h)*

fv—1
Ly—X)

>
b

1.

Los puntos que se

encuentran fuera de la
hipérbola horizontal con

ecuacion

{x—h)*

(-0 _

1

a b
satisfacen la desigualdad

(x-hy

{y=K

=<1,

Consideremos la hipérbola horizontal con ecuacion:

(x=nf (=K _|
a’ b

Los puntos que estan en la hipérbola son los que satisfacen la igualdad.

Ahora tomemos un punto P(x, y) fuera de la hipérbola, como se muestra en la
figura 7.49.

Trazamos una recta paralela al eje X que pase por P.Esta recta corta la hipérbola
en el punto Q(xy, y1), el cual dista del eje horizontal de la hipérbola lo mismo que P,
asi que, de acuerdo con la ecuacién (7.24),

(y"'k}z - (yl "'k}z
b’ b

y esta mas lejos del eje vertical de la hipérbola que P, asi que:

(x -zh} . (x, -—2h} ’
a a

por lo cual:

(=) (=K _(s-nf (=K _
a b a b’ '

ya que Q estd en la hipérbola. Asi, P satisface |a desigualdad:

(x-h) -k
a b’

Si P(x, y) esta dentro de una de las ramas de la hipérbola y construimos Q de la
misma manera que antes, tenemos:

(x=h) S (% -h) ,
a a

por lo que, en este caso,

(e=h_(r=kF _(5-h) _(n-kf _
a b a’ b*

y, por tanto, P satisface la desigualdad:

(x-hf _(r-k)"
a b




De manera similar, si tenemos una hipérbola vertical:

-k _(x-1) _|
a b’

los puntos P(x, y) que estan fuera de la hipérbola satisfacen:

(y-k) _(x=hy .
a v

1

y los que estan dentro de alguna rama de la hipérbola satisfacen:

(y=k) (x-h
a b’

2
}:-l,

Las condiciones algebraicas que encontramos para determinar las regiones inte-

rior y exterior de una hipérbola también pueden expresarse de la siguiente manera:

Si la hipérbola tiene los focos Fy F'y laconstante 24, los puntos de la regién dentro
de alguna de las ramas de la hipérbola satisfacen:

d(P,F)-d(P.F )> 2a.
Los puntos fuera de la hipérbola satisfacen:
d(P,F)-d(P.F }<2a.

En resumen:

» Un punto P(x, y) estd en la hipérbola si satisface:

Gl I V) NN Pl W el

2z
2 2 2 2 =l
a b a b

seglin sea el tipo de hipérbola.
» Un punto P(x, y) esta dentro de la hipérbola si satisface la desigualdad:

(x=h)' (=K (=K _(x-h)

2
>1,
a b a b

seglin sea el tipo de hipérbola.
» Un punto P(x, y) est fuera de la hipérbola si satisface la desigualdad:

(e=hf (- R _(x-)
a b’ a b

seglin sea el tipo de hipérbola.
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Los puntos que se )
encuentran dentro de
la hipérbola vertical con
ecuacion

O
A ':J.J'“ = .!.-:.li__.! =1
satisfacen la desigualdad
{y—Kk)* {x—-h)*

2,
[} o

Los puntos que se )
encuentran fuerade la
hipérbola vertical con
ecuacién

GokF _(x-WF _ 4
& o

satisfacen la desigualdad

(y~k¥ {x-hy

Lok _(x-hF g

a
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20 -1 20X
-10
-20
Figura 7.50
YA
-20 -1 20X
-10
-20
Figura 7.51
\%:/
20 -1 20 X
-10
-20

Figura 7.52

. Dibuja los conjuntos determinados por la hipérbola

-16x* + 25y* + 64x — 150y — 239 = 0y describe analiticamente dichos
conjuntos.

Solucion:
Escribimos la hipérbola en la forma simétrica. Para ello, agrupamos los
términos en cada variable y completamos los cuadrados:

-16(x> - 4x)+25(y* —6y)= 239
-16(x-2)" +25(y -3) =239 -64+225;
por Ultimo, dividimos entre el término independiente (figura 7.50):

-3 (=27 _ |
. 16 25 (7.27)

Los puntos que estan en la hipérbola satisfacen la ecuacién (7.27), los
puntos que estan dentro de una de las ramas de la hipérbola satisfacen la
desigualdad (figura 7.51):

()’*3}2 _{x“’z}z >1
16 25

y los puntos que estan fuera de la hipérbola satisfacen la desigualdad (fi-
gura7.52)

2 2
+3) (-2 |
16 25

. Dibuja la regién que se encuentra dentro de alguna rama de la hipér-

bola 4y* —9x* - 36 = 0, debajo de la recta 3x - y =0y dentro del cir-
culo x* + y* =2x-24=0.

Solucién:
Escribimos la ecuacion de la hipérbola en su forma simétrica:

yZ x2
AN
9 4

Y vemos que es una hipérbola vertical con centro en el origen.

La ecuacién de la recta la escribimos en la forma pendiente-ordenada

y = 3x. Esta recta pasa por el origen y tiene pendiente 3.

Por Gltimo, la ecuacion del circulo la escribimos en la forma estandar:

(J‘.'*-l)z +y2 =25.
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p

Y
Entonces, el circulo tiene centro en (1, 0) y radio 5.

Las desigualdades que describen la regién buscada son (figura 7.53):
Tyt -5 5y
p B =1 X

= 9 4
y<3x

(x-»l)z+yz <25. Figura 753

1. Traza la regién que se encuentra dentro de |a curva dada por
x+ y* —6x+2y+ 1=0yfuerade x* — y* —6x -2y +7 =0. Escribe
las desigualdades correspondientes.

2. Grafica la region que se encuentra dentro del circulo con centro en
C(-3, 2) y radio 4, debajo de la recta que pasa por P(-2, 1) y tiene pen-
diente 1,y fuera de la paribola x* + 2x — y + 9 = 0. Anota las desigualda-
des correspondientes.

3. Traza la regién que se encuentra dentro de la elipse 16x* +4y* -16 =0
y de la hipérbola =3x* + 4y® — 4= 0 y debajo de la recta 2x+ y -2 =0.
Escribe las desigualdades correspondientes.

4. Grafica la regién que se encuentra fuera del circulo
x>+ y* + 10x— 6y + 30 = 0,y de la hipérbola
x” = y* +10x +6y+ 12 = 0 y dentro de la paribola
x* +10x + 4y - 11= 0. Anota las desigualdades correspondientes.

5. Traza la regién que estd arriba de la recta 3x—y+21=0 y den-
tro de la hipérbola =25x%+ y* —=250x-14y—-601=0 y del circulo
x*+ y* +10x =12 y + 52 = 0. Escribe las desigualdades correspondientes.

6. Grafica la regién que estd debajo de la recta x=2y+10=0 y den-
tro de la elipse x’+4y"+4x-32y+52=0 y de la hipérbola
3x* — y* +12x + 8y —16 = 0. Anota las desigualdades correspondientes.

7. Traza la region que se encuentra fuera del circulo con ecuacién
x* +y* =10x +6y — 47 = 0y dentro del circulo
x*+ y* — 10x + 6y — 128 = 0 y de las hipérbolas
x' =y =10x-6y-65=0y—-x"+ y* +10x+ 6y —97 = 0. Escribe las
desigualdades correspondientes.

w
o
ot

=
w
L

Recta tangente a una hipérbola

De nuevo, recordemos que en el apartado de la tangente al circulo vimos que una
recta £ estangente a una conica en un punto P si la corta tinicamente en Py todos
sus demas puntos estan en una sola de las regiones determinadas por la conica. En
la figura 7.54, la recta corta la hipérbola en dos puntos; en la figura 7.55, la recta cor-
ta la hipérbola en un punto y hay puntos de la recta en mas de una de las regiones
determinadas por la hipérbola; en la figura 7.56, la recta toca la hipérbola en un solo
punto y se queda fuera de ella, esa es la tangente en dicho punto.
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blq'!f

VANV
AN

Figura 7.54 Figura 7.55 Figura 7.56

Ahora veremos que la tangente a la hipérbola tiene la propiedad de ser bisectriz de
cierto angulo.

La tangente en el punto P de la hipérbola

i 2 2 \
Y _)

2

. (7.28)

es la bisectriz del angulo formado por las rectas FPy F'P que, con excepcién de P,
esta formada por puntos ubicados fuera de la hipérbola.

En la figura 7.57, R es el punto simétrico de F’ con respecto a £, por tanto,
d(F,Q)=d(Q.R) y d(F,P)=d(P,R),

ya que ¢ es la mediatriz del segmento F'R.

Y A

Figura 7.57

Por la desigualdad del tridngulo aplicada en el triangulo QFR tenemos:
d(F.Q)-d(Q.R) <d(F.R).
Por todos estos hechos, para cualquier punto Q de £ distinto de P tenemos:

d(F.Q)-d(F .Q)=d(F.Q)-d(Q.R)<d(F.R)



d(F,R)=-d(F,P)+d(P,R)=d(F ,P)-d(P,F)=2a;

asi,
d(F.Q)-d(F ,Q)<2a

y, por tanto, Q esta fuera de la hipérbola. Como esto pasa paratodo punto Q # Pde
la bisectriz £ entonces £, es |a recta tangente en P a la hipérbola.

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola en el punto P(x,,
) lo que debemos hacer esencontrar la ecuacién de la bisectriz. Dicha ecuacién es:

(22_2r_,)
A (7.29)
Es decir, sustituimos x* por x;xy y* por y, y.
Para el caso de la hipérbola vertical, se intercambian los papeles de las x y las y,
y cbtenemos:

\a ¥ )

(7.30)
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La recta tangente a la J
hipérbola horizontal
\r - ; = len el punto
p .
P(x, y)tiene ecuacion
b

XX
L =,
a

b

Larecta tangente a la )
hipérbola vertical
e x
o= 1en el punto
P(x, y)tiene ecuacion
Yo _ Xk

a b

2 2

. o X
1. Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola i - YI =len

z el punto P(S,%).

Solucién:
Sustituimos las coordenadas de P en la ecuacién (7.29):

=1,
9 4
simplificamos y obtenemos:
5x-6y-9=0.
Y -~
5
N5 10 X
-5
-10

Figura 7.58

Pensamient

critic

H punto P(, -5) pertenece
alahipérbolaZ-— £ =1,
Un foco de estaes F(0, 5).
La recta perpendicular a

PFque pasa por Fcortala
directriz del lado de ese
foco en Q(-6, g} Qué
propiedad tiene la recta PQ
respecto ala hipérbola?
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Ahora veamos cémo encontrar la ecuacion de la recta tangente a una hipérbola
vertical con centro C(h, k) en el punto P(x;, y1).
La ecuacion de la hipérbola es de |a forma:

La rectatangente ala ) {)’- k}z {x - h}z
hipérbola horizontal TR T T L
(x —I-Il'r]" - (y .__-“; =1lenel a
[t ¥
punto P(x, y)) tiene ecuacién Trasladamos los ejes para que el origen quede en C mediante la sustitucion:
(x; —hMx—h) {yy = KMy —k)
i T =1,
a i o~ B
.' [P L i
L x'=x hy y=y I'n (7.31)
las coordenadas de P con respecto a los nuevos ejes son:
[x/=x,—h =y, -k |
1 1 Yy n pat (?32)

como la hipérbola es vertical, entonces, por (7.30):

r F ot
yly’_xlx =
2

a b* &

L ]

) sustituimos x’, y"deacuerdo con (7.31) y ", ¥, de acuerdo con (7.32) y obtenemos

La rectatangente ala la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola vertical en P (x;, y1):

hipérbola vertical

02 L = tenel |’I,v1 ~k)(y=k)_(x-h)(x-h)_
punto P{x,, y,)tiene ecuacién az - bz = / (7.33)

(rn—kMy—K _ (o —h)x—h) _ 1

a b
Analogamente, podemos encontrar la ecuacion de la recta tangente a una hipér-
bola horizontal en un punto P(x,, y,) dado:

(Ga=He=h)_ (K=K _,
. a b’ (7.34)

1. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola
y*— 6y — 56 — x> — 16x=0en el punto P(-8, 4).

Solucién:
Escribimos la ecuacién de la hipérbola en la forma simétrica:

(-3 _(x+8) |
1 1

El punto Pestaen la hipérbola, como podemoscomprobar al sustituir sus
coordenadas en la ecuacion anterior:

(4-3f _(-8+8) |
1 1
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Como la hipérbola es vertical, utilizamos la ecuacion (7.33):

(4-3)(y- 3)_ (-8+8)(x+8) i
1 1

Asi, la recta tangente a P es la recta horizontal y = 4. Observa que en
este caso P es un vértice de la hipérbola (figura 7.59).

YJ/

I

AN

Figura 7.59

Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola en el punto dado.

Ejercicios

-x"+ y*-6x-14y+39 =0 en el punto P(-3, 6).

2x" - y* = 20x =6y + 37 =0en el punto P(7, —1).

=3x"+ y" +144x - 32y —1481 = O en el punto P(27, 22).

x' =4y’ +22x -64y -151 =0en el punto P(—l?,x@- B).

2x* -=3y* -6 =0en el punto P(-3, -2).

x* -9y* —18x =54y — 81 =0en el punto P(24, 1).

-x"+2y" =20y +48 =0 en el punto P(4, 8).

-9x? + 4y +54x+32y —161 =0en el punto P(6,2).

Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la hipérbola cuya ecuacion
general es 16x* -9y* -192x-54y-81=0 en los extremos del lado
recto que pasa por el foco F(16,—3). Encuentra el punto de interseccién
de estas dos rectas tangentes y demuestra que se halla sobre el eje focal.

-l e IO b o
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Ya
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* 5 10

Py

Figura 7.60

Ya
10

Figura 761

Figura 762

Ecuaciones paramétricas de la hipérbola

Un mévil recorre una curva de manera que en cada tiempo £ entre —5 y £ su abscisa
toma el valor sect y su ordenada tan £. Describir la curva recorrida por el movil.

Solucién:

Tenemos una funcién definida en un intervalo de tiempo, de manera que a cada

instante le corresponde el punto donde se encuentra el movil en ese momento.
Para cada ttenemos dos funciones:

" x(t)=sect, y(f)=tant, |
'.‘.- ( ) y( ) W (?35)
que describen la abscisa y la ordenada del punto donde esta el mévil en el instante ¢,

Trazando algunos puntos para algunos valores de £, nos damos cuenta de que la
curva parece ser una rama de una hipérbola horizontal (figura 7.60):

t| —1.55 -15 | —=x/3 | —w/4 | -7/6 0 w6 | w4 | w/3 15 1.55
x| 48,09 | 1414 2 141 | 1.15 1 1.15 | 1.41 2 14.14 | 48.09
-4808 | -1410 | -1.73| -1 |-058 0 0.58 1 1.73 | 14.10 | 48.08

Para comprobar nuestra apreciacién, partimos de la identidad trigonométrica:
sec’t—tan’t =1
y sustituimos sec ty tan t por su valor en las ecuaciones paramétricas (7.35):
x(t) = y(t) =1;

asl, efectivamente, para cada t los puntos (x(t), y(t)) satisfacen la ecuacién de la
hipérbola (figura 7.61):

x2 . yz = 1'
Observemos que sect > 0 si —F <t < Z; por tanto, el mévil solo recorre una
rama de la hipérbola.
La otra rama de la hipérbola se obtiene al elegir valores de t correspondientes al

segundo y tercer cuadrantes; por ejemplo, £ <t < 2* (figura 7.62).

Consideremos la hipérbola horizontal con centro en C(h, k), dada por la ecuacién:

RSP
__a b Y, (7.36)

Consideremos también la identidad trigonométrica:
[: sec’t—tan’t=1.

(7.37)




Si hacemos la sustitucién:

=

=sect, y—_k =tant, |
_ a b

(7.38)

nos damos cuenta de que las ecuaciones (7.36) y (7.37) son equivalentes, es decir, si
un punto P(x, y) satisface la ecuacién (7.36), entonces, el punto

ﬂﬂ)
Q(a’b

satisface la ecuacién (7.37) mediante la sustitucién (7.38).
Despejamos x y y de las ecuaciones (7.38), escribiendo x(f) y y(t) para hacer
hincapié en que ambas dependen de &

(x(t)=h+asect, y(t)=k+btant. ) (7.39)

De esta manera hemos obtenido unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola.

Conforme t recorre el intervalo (-%,%), el punto (asect, btant) recorre una
rama de la hipérbola horizontal con centro en el origen, semieje horizontal igual a
a y semieje vertical igual a b. Al sumar hy k a la abscisa y ordenada de dicho punto
se produce una traslacién del centro de la hipérbola al punto (k, k), por lo que el
punto:

{h+asect, k+btant)

recorre una rama de la hipérbola con centro en (h, k), longitud del semieje transver-
sal igual a a y longitud del semieje conjugado igual a b.

Laotra rama se obtiene al hacer variar t en dngulos que correspondan al segundo
y tercer cuadrantes; por ejemplo, 2 <t < 2,

Para parametrizar una hipérbola vertical:

(y=k) (x-h)
a b’

2
=1

¥

se procede de manera similar a como se obtuvieron las ecuaciones (7.39) y ahora
tenemos:
x(t)=h+btant, y(t)=k+asect.
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>

Unas ecuaciones -:I
paramétricas de la
hipérbola horizontal

{x=hY (y=k*
A4 AN . 1son
5

xi !!,'i =h+asect
y()=k+ btant

(x-3f _(r-5F _,
4 9

=t 1. Parametrizar la hipérbola

Soelucién:

Hacemos:
2z

2
m%:ﬁ, m2r={yi
4 9

Unas ecuaciones —)
paramétricas de la
hipérbola vertical

{y=kf (x = hy )

—‘—Il'_."— - —I.?'—= 1son
x(t)=h + b tant,

)=k + asect.
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Despejamos x y y:
Y4 x(t)=3+2sect y(t) =5+ 3tant,
0
obteniendo asi unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola con (ver fi-
1 > gura 7.63):
10 x re(-22)u(2.%)
10 22 2 2
-20 2. Parametrizar la hipérbola =9x” +16y* =18x =64y =89 = 0.
Agura 7.63
Solucién:
. Completamos los cuadrados para escribirla en la forma simétrica:
La siguiente rutina en )
Visual Basic dibuja una (y_g]“ (x+1)°
ramade la hipérbola R
(x=3F _ (r-5F _; 3 4
4 9
K0 entonces, s una hipérbola vertical cuyo centro es el punto C(-1, 2) con
k= 2000 a=3yb=4
Escala= 100 Asl, unas ecuaciones paramétricas son:
pi = 3.14159
n=109 x(t)=-1+4tant y(t)=2+3sect.
PSet (5, 1)
hort=-nTon
Ya
x=h+ Escala*(1 +4* 8
(1/Cos(pi*t/(2*n)))) 6
y=k - Escala*(2 + 3 i
*Sin(pi*t/(2*n))/ 2
Cos(pi *t/(2*n))) 5 X;
Line -(x, y)
Next
La variable Escala
permite dibujar la Figura 7.64
hipérboladel tamafo
deseado en la pantalla.
Al dibujar en
computadora, hay que 3. Escribir la ecuacién general de la hipérbola cuyas ecuaciones paramétri-
tener cuidado con las cas son:

coordenadas, yaque el
origen estaen la esquina
superior izquierdade la
pantalla y la parte positiva

x(t)=—6+7sect, y(t)=-5+9tant.

del eje Y apunta hacia Solucién:

abajo. Es por eso que hay Despejamos secty tant

que utilizar las variables

h, k, para llevar lafigura el x+6 forha y+53
al centro de la pantalla y 7 9 ’

poner un signo (~jen el
célculo de y.
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de donde: '
Y A
sec’t—tan’t=1 5
(x+6) (y+5) ; >
- =1 -20 -13 -10 -5 5
49 81 -5 X
-10
entonces, la ecuacién general de la hipérbola es: &
81x” — 49y” + 972x - 490y — 2278 = 0. -20-
En resumen: e
Posicién Ecuacién Paramétricas
Horizontal (x-h)’ " (r-k) - *(t)=ho+asect
pe b y(t) = k+ btant
¥ z —
Verical (y-) _(x=h) . x(t)=h+btant
a b y(t) =k +asect.

¥5l En cada caso, encuentra la ecuacién de la hipérbola que corresponda a las ecua-
§ ciones paramétricas dadas.
i

1. (5+tant, -2+ 3sect). 4. (lsq-zl:anr,%gq-zsect).

2. (2sect,—6 + tant). 5. (<9+sect,~4+2tant).

3. (8+tantd+dsect). 6. (~1+7sect,2 +6tant).

Escribe en cada caso unas ecuaciones paramétricas para la hipérbola dadaen la
forma general.

7. 49x"-9y" +294x+18y-9=0. 10. x =y +4x+2y+19=0.
8. 3x" -2y  +6x+12y+21=0. 11. 10x* +100x+234- y* + 12y =0.
9. x* =12y +10x+1=0. 12. 5x* -6y’ -84y—444=0.

13. Escribe unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola horizontal con centro en
el punto C(3, —2), excentricidad igual a 2 y distancia entre los focos igual a 6.

14. Si las ecuaciones paramétricas de una hipérbola son (2 +3sect,2 tant),
jcuales son las coordenadas de sus vértices?

15. Si las ecuaciones parameétricas de una hipérbola son {5 +2tant,3+ SSect),
jcual es su excentricidad?
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16.

17.

18.

19.

Escribe unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola cuyos focos son
F(7,-6) y F(7, 5) y cuya excentricidad sea igual a 2.
Si las ecuaciones paramétricas de una hipérbola son

LS ++/2tant,1 + \[7 sect ), icudles son las ecuaciones de sus asintotas?

i las ecuaciones paramétricas de una hipérbola son (B-I- 3sect,3+ 213111‘}.
;cuales son las coordenadas de su centro?

Escribe unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola vertical cuyos focos
son F’(6, —30), F(6, 22}y cuyos vértices son V'(6, 20), V(6,-28).

Resolucion de problemas

Lugares geomeétricos

En este apartado veremos algunos problemas que involucran lugares geométricos
relacionados con las hipérbolas.

Consideramos los puntos A(4, 0), P(1, 3) y P’(1, —=3). Por A trazamos una recta
cualquiera que corte y = xen el punto Cy la recta y = —x en el punto C’. Unimos
Pcon Cy P’ con C’y llamamos M al punto de interseccién de estas dos rectas.
Encontrar el lugar geométrico descrito por M cuando la recta CC’ gira alrededor

de A (figura 7.66).
YA
3tp
M C
-10 -5 5
s c
-10
Fgura 7.66
Soludén:

Como A(4, 0) esta en la recta CC” entonces tenemos que:
y—0=p(x-4),
osea, y=//(x—4) es la ecuacién de la recta CC’, donde L es la pendiente de

dicha recta, la cual variar al girar la recta CC".
Como C(x,,y, ) esta en esa recta, se tiene que:

Yo =-'u(xu _4]'



También esta en la recta:

| y=2x esdecir, y,=%, ) (7:40)

entonces, resolvemos el sistema formado por esas dos ecuaciones para encon-
trar las coordenadas de C:

De donde:

Asi,
c[‘i_ﬂ,‘*_ﬂ ,
-1 p-1

Analogamente, como C ’( LA ) estd en la recta:
y=pu(x-4)

y también esta en la recta:

(y===) (7.41)
entonces, resolvemos el sistema formado:
vo=H(x% -4)
Yi==%.
Por igualacién:
;:t(x,', - 4) ==X,
Hoxy+ %, =44
4u

%=ﬁ~

Por consiguiente,
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de donde:
H+1l u+l

La ecuacion de la recta que pasa por P(1,3) y C(;—ﬂ,%) es:

y-3= ; (x-1);

simplificando, tenemos:

(y=3)3u+1)=(u+3)(x-1)
(7-3)(Bu+1)-(u +3)(x-1)=0,

que podemos escribir como:

3uy-8u—ux+y-3x=0.

La ecuacion de la recta que pasa por P’(1,-3) yC (4_,{1 ,ﬂ es
M+ u+1

%+ 3

M

+3= -1);
y o (x-1)
H+1
simplificamos y tenemos:
—4y+34+3

dp—-pu—-1
(7 +3)3u-1)=(-p+3)(x-1)
(y+3)(3u-1)-(—u +3)(x-1)=0,

que podemos escribir como:

3y + 8+ ix—y—-3x=0.
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Las coordenadas de M(x, y) deben satisfacer el sistema:

3uy—-8u—ux+y-3x=0
3uy+8u+ ux—y-3x=0.

Sumando ambas ecuaciones, tenemos:

6uy—6x=0
x

H="
y

Esto nosda una relacion entre las coordenadas de M y la pendiente de la recta
CC’. Sustituimos este valor en la primera ecuacién del sistema:

)y

de donde se cumple:
-x*+y' -8x=0,

Es decir, M esta en la hipérbola que tiene esta ecuacion. Para identificar los
elementos de la hipérbola, la podemos escribir como:

-—(f +8x)+ y'=0

Y4
--(xz +8x+ 16)+ y* =-(16) 5 /
—(x+4) +y*=-16

3 -15 -1 -5 5 ;r
(x+4) Wt -5\
16  -16
-10

Fgura 7.67

entonces (ver figura 7.67),
16 16
Encontrar el lugar geométrico de los centros de los circulos que son tangentes
2 2z 2 2
externamente a los circulos (x +4)" +(y-3) =25y (x -4)’ +(y-3) =4.

: Yi
Solucién:
El centro del circulo (x +4)* + (- 3) = 25 es C'(~4, 3) y su radio es 5. El centro b1 op
del otro es C(4, 3) y su radio es 2, 10
Llamamos P(x, y) al centro de un circulo tangente a los dos dados y a a su a la
radio (figura 7.68). @( ) c
Comoel circulo (x + 4)2 + ( y- 3}2 = 25 y el buscado son tangentes, entonces, -
la distancia de P a C” es la suma de los radios, es decir, -10 5 X

e Agura 7.68

PC =5+a,
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y la distancia de Pa C es la suma de los radios, es decir,

PC =2 +q,
de donde:

PC -PC=5+a-(2+a)=3.

Entonces, el punto Pse encuentra en la hipérbola con focosen Cy C'y 2a=3
Veamos ahora qué ecuacion tiene la hipérbola.

El punto medio de los focos es el centro de la hipérbola,

(—4+4 3+3

. ):(0,3).

La distancia de cualquiera de los focos al centro es ¢ = 4. Sabemos que a = 2;
entonces,

b2=cz_u2=4z_[i)2_55
2
YA

4
La ecuacion buscada es:
15
10 {xuo}z_(y-—3]2=1
- Yore o
105" \5 i es decir,
-5
10 ® (-3 |
TR
Fgura 7.69

Consideraremos solo una rama de |a hipérbola, ya que los puntos que estan
sobre la otra rama satisfacen la igualdad:
PC - PC=-3.

El lugar geométrico buscado es la rama derecha de la hipérbola (figura 7.69).
Veamos uno de los circulos tangentes a los dos dados:

YA

0
5

by O

105| \5
5

-10

Agura 7.70
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. Considera las rectas y = x y y = —x. Toma el punto A(5, 0) y los puntos

P(7, 2) y P'(7,-2). Por A traza una recta cualquiera que corte y = x en el
punto Cy la recta y = —xen el punto C". Une P con Cy P’ con C'y llama
M al punto de interseccién de estas dos rectas. Halla el lugar geométrico
descrito por M cuando la recta CAC’ gira alrededor de A.

. Un triangulo tiene vértices A(5, 8), B(5, —1). Encuentra el lugar geomé-

trico que describe el vértice C si el producto de las pendientes de los la-
dos ACy BC del triangulo es igual a 6.

. Dacon el lugar geométrico de los puntos tales que su distancia al punto

Q(0, 5) es 8 veces su distancia a la recta y = 3.

Mundey)
virtual

Geolab

1.

Hipérbola dados los focos y el semieje mayor. Encuentra la ecuaciéon
dela hipérbola cuyos focosson F1(5, 0} y F2(—5, 0) tal que la diferencia
de las distancias de los puntosde la hipérbola a losfocos sea 4. Para ello,
construye los puntos y el escalar a = 2; luego, utiliza el constructor Focos
y adel menu de cénicas. ;Qué pasa si haces a= 37 En la pantalla de da-
tos analiticos, coloca el cursor sobre el renglén de la hipérbola y oprime
el botén Datos para ver todos los elementos de la hipérbola.

Hipérbola dados los focos y un punto. Encuentra la hipérbola que pasa
por el punto P(2, 3) y cuyos focos son F1(1, 1) y F2(-3, —1). Utiliza
el constructor Hipérbola, focos y punto del men( de cénicas. También
construye la elipse con los mismos focos y que pase por P. ;Cémo son
las dos conicas en los puntos de interseccion?

Hipérbola dados el centro y los semiejes. Encuentra la ecuacién de la
hipérbola horizontal con centro en el origen y que satisface que el se-
mieje transversal mide 5 y el semieje no focal mide 3. Sugerencia: Usa el
teorema de Pitagoras para encontrar el valor de cy con él encuentra los
focos. Puedes canstruir los focos como Puntos calculados, poniendo ¢ o
—cen la coordenada xy 0 en la coordenada y. Luego, utiliza el construc-
tor Focos y adel ment de cénicas.

Hipérbola dada la ecuacién. Grafica la hipérbola cuya ecuacion es
9x* —16y* —144 =0. Para ello, utiliza el constructor Cénica calculada
con los valores adecuados para los coeficientes A. . .F.

Hipérbola dada la ecuacién. Encuentra las coordenadas de los
focos, el centro y los vértices de la hipérbola cuya ecuacién es
3x” - y* =18x + 2y + 23 = 0y graficala.

Familias de hipérbolas. Encuentra las hipérbolas con focosen F1(-5, 0)
y F2(5, 0), variando la excentricidad en 1 < e < 5. Geolab no tiene cons-
tructor para focos y excentricidad, pero si tiene para Focos y a.Sic= 5,
tenemos que a = 5/e.

b Construye dos nimeros directos c=5ye=2.

» Construye los focos como puntos calculados F1(—¢, 0) y F2(c, 0).

La hipérbola 395 )
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10.

» Construye el nimero calculado a = c/e.

» Construye la cénica con estos focos y el valor de a.

» Anima el niimero eentre 1.01y 5.

b Ejecuta la animacién, indicando que la cénica tiene traza.

Hipérbola por 5 puntos. Construye la hipérbola que pasa por A(-6, 7),

B(-2, 6), C(0, 1), D(0, 7), E(4, 6). Utiliza el constructor Cénica por 5

puntos.

Tangenteala hipérbola. Utiliza la hipérbola del ejercicio anterior. Cons-

truye la tangente a la hipérbola desde el punto F(0, =3), la cual se en-

cuentra del mismo lado que el punto A. También construye la tangente

que esta del otro lado de A. ;Puedes construir una tangente desde

Q(-1, 0)?

Elementos de la hipérbola. Utiliza la hipérbola del ejercicio 7. Encuen-

tra las intersecciones de las tangentes construidas en el ejercicio 8 con el

eje focal de la conica. Para ello, construye el eje transversal de la conica.

Utiliza el constructor Rectas de una Cénica->Eje Focal del menti de rec-

tas. Una vez construida esta recta, construye sus intersecciones con las

tangentes dadas. Observa que usando los menls Puntos de una Cénica,

Rectas de una Cénica, Escalares de una Cénica tienes posibilidad de ac-

ceder a todos los elementos importantes de la conica.

Lugar geométrico. Tomamos los puntos A(4, 0), P(1, 3) y P1(1, =3).

Por A trazamos una recta cualquiera £ que corte la recta y = x en el

punto Cy larecta y =—xen el punto C. Unimos Pcon Cy Pl con Cly

llamamos Mal punto de interseccion de estas rectas. Encuentra el lugar

geométrico descrito por M cuando la recta CAC1 gira alrededor de A.

» Dibuja los puntos directos A(4,0), P(1, 3), P1(1, -3).

» Define un escalar directo a de valor 1.

» Traza un circulo circon centro en A y radio a. En la ventana Nivel sus-
tituye el 3 por el 5.

» Define Qun punto en el circulo cir. En la ventana Nivel escribe 5.

» Dibuja la recta £ que une los puntos A y Q.

» Define las rectas directas {1 : A = 1, B= -1, C = 0 (esta es la recta
y=x)y£2:A=1,B=1,C=0 (estaeslarectay=—x).

» Llama Cal punto de interseccion de las rectas £ y £1 y C1 al punto de
interseccion de las rectas £ y £2.

» Traza las rectas t1 (que unen los puntos Cy P)y 2 que une los pun-
tos Cly P1.

» Define M el punto de interseccion de las rectas t1 y £2. Pide a M que
deje traza.

» Construye una animacion de Q de 0 a 0.5. En la ventana PASOS es-
cribe 360.

» Ve a la pantalla grafica, y apaga el nivel 5.

? Prende los botones T y E en la pantalla gréafica para ver la traza y los
ejes cartesianos.

b Ejecuta la animacion.

» Ahora cambia los puntos Py P1,Escribe P(3,5) y P1(3,—5), regresa a
la pantalla grifica y ejecuta la animacion.
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» Vuelve a la pantalla de construccién y cambia A, escribe A(4.25, 0),

regresa a la pantalla grafica y ejecuta la animacién.

» Por ultimo vuelve a la pantalla de construccién y cambia A, escribe
A(5, 0), regresa a la pantalla grafica y ejecuta la animacién.

( Resumen de la unidad

¥ Sila hipérbola tiene centro en el origen y sus ejes son paralelos a los ejes cartesianos:

Ecuacién Centro Vértices
= ¥y V(a, 0) Flc, 0) B(0, b)
Horizontal a—z-—-b—:il] C[U, ﬂ) V_pl:_a, 0} F’[—C-, 0} 31[01 —b)
y_x_ V(0, a) F(0, 0 B(b, 0)
oo S Bono o R ‘ FO-) | B(b0)
; 2k
Longitud del lado recto: —,
a
Asintotas.
Hipérbola horizontal: y = Ex. = -Ex.
a a
- . a a
Hipérbola vertical: y = gx. y= -Ex.
Directrices. 5 y
Hipérbola horizontal: x = 3 F(c,0), x = -2 F(=c, 0).
c c

2

2

Hipérbola vertical: y = £, R, o), y= -2, F0, ).
c ¢

Recta tangente en el punto P(x, 52 }.

XX
Hipérbola horizontal: a%- ;.

b2

" ; %X
Hipérbola vertical: ¥ -—===1
a

b Silahipérbola tiene centro en C(h, k) y sus ejes son paralelos a los ejes cartesianos:

Posicién Ecuacién Centro  \értices Focos By B’
(x=h) _(y-k) Vh+a k) | Fh+ck) | Blhk+b)
Horizontal _a3__-_b"_-] C(h k) V)(h—ﬂpk) Fﬁ(h_c' k) B’[}I-, k- b}
(y-k) (x-h) Vihk+a) Fhk+c) | Bh+bk)
Vertical a’ = bz =1 C(h} k) V’[h? k— a) Fr[h k- C) Bf(h -h k}
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Asintotas.
Hipérbola horizontal: y - k= E(:ac -h)y-k= —%{x ~h).
a

Hipérbola vertical: y -k = g(x -h) y-k= -%[x ~h).

Directrices. & &
Hipérbola horizontal: x = h = ——; F(h+ c.k), x=h= —? ; F(h—c, k).

2

Hipérbola vertical: y—k = %: F(h,k+c), y-k= -a—: F(h,k-c).
E

Recta tangente en el punto P{JcI Y }

(xl-h}z(x-h)_(yf-k}(r-k}

Hipérbola horizontal: =1,

uoblo=h)_(notach)

Hipérbola vertical:

Forma general de la ecuacién de la hipérbola: Ax* + Cy* + Dx+ Ey + F =0,
donde A # 0, C# 0, Ay C tienen signo contrario.
Unas ecuaciones paramétricas.

Hipérbola horizontal: x(t)=h +asect, y(t) = k + btant.
Hipérbola vertical: x(t) = h+ btant, y(t) = k +asect.

Ejercicios de repaso )

1. Escribe la ecuacién de la hipérbola que describe un punto que se mueve de tal
manera que el producto de sus distanciasa las rectas 2x — y=0y 2x+ y=0es
4. Demuestra que las dos rectas son las asintotas de la hipérbola.

2. Encuentra los puntos de tangencia a la hipérbola 4x* - 25y* =100= 0 para
que las tangentes corten el eje Yezn el pzunto P(0,24}. .

3. Demuestra que las hipérbolas x?_ y? =1y Lo x? =1 tienen las mismas

asintotas., 2

el punto P 2.1 y escribe las coordenadas de los puntos en los que corta las
asintotas.
5. Halla la excentricidad de las siguientes hipérbolas.

4. Encuentra ia ecu;cién de la recta tangente a la hipérbola x> = y* =1=0 en

a. y -x'-16=0. d. x*-y*-2=0.
b. y P ox?-49=0, e. x’=y’-a’=0.
¢ x'-y*=25=0. fx*=y'=10x-14y-105 =0.



10.

1.

12

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Prueba que la recta 3x +2y =19 = 0 corta la hipérbola
—36x* + 16y* — 108x — 160y — 257 = 0 en un Unico punto. Escribe las coorde-
nadas del punto.

. Encuentra el drea del tridngulo formado por las asintotas de la hipérbola

2v*— v’ _4v-12y-38=0 y la tangente a esa hipérbola en el punto
P(l +f2 ,—6).

iPor qué no es posible encontrar una hipérbola cuyos focos sean F'(-3,—6) y
F(-3, 2) tal que la distancia entre sus vértices sea 107

. Demuestra que las asintotas de la hipérbola x - yz —81=0son perpendicu-

lares.
Dos rectas tangentes a la hipérbola 2x° = 3y* — 6 = 0 se cortan en el punto
P(0, 1). Encuentra los puntos de tangencia.
Halla la ecuacién de la recta que pasa por P(1, 0) y es tangente a la hipérbola
8x* -3y’ —48=0.
xz y2 x2 y2 z y2

ipé T =], et =1y = =14

Demuestra que las hipérbolas 015 TRET) y THET tienen

los mismos focos. Escribe la ecuacion de otra hipérbola con los mismos focos.

Encuentra la ecuacién del circulo que pasa por los focos de las hipérbolas
16x° -9y’ -1=0y 9y’ -16x" -1=0.

Halla la excentricidad de la hipérbola 5x* —4y* = 1= 0y llamala e,. Después,
encuentra la excentricidad de la hipérbola 4y* =5x* = 1= 0y lldmala e,. De-
muestra que e'e; = €. +é; .

Demuestra que la elipse 25x° +16 y* =1 =0y la hipérbola

100y* —80x* —1=0 tienen los mismos focos.

Considera el triangulo cuyos vértices son A(-2,0), B(2, 0) y C(x, y). Encuentra
la ecuacién del lugar geométrico que describe el vértice C, si el angulo B es la
mitad del angulo A.

Dos faros Loran estan en una costa recta a 200 kilometros de distancia. ;Qué
diferencia en las lecturas de las sefales debe buscar un barco para tocar tierra
entre ellos a 50 kildémetros de uno de los faros?

Un cafién se encuentra en un lugar Q(10, y). Dos observadores estan en los
puntos A(—10, 0) y B(10, 0), respectivamente. El observador en A oye un dis-
paro 24 segundos después del momento en el que lo oye el observador B. En-
cuentra la posicion del caiién. Considera que el sonido viajaa 3 km/s.

Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a los vértices de las hipérbolas
16x" =9y +128x +108y -644=0 y -16x" +9y’ =128x 108 y =508 = 0.
Encuentra las coordenadas de los cuatro puntos de interseccién de dichas rec-
tas y da la ecuacion del circulo cuyo centro es el centro de ambas hipérbolas
y pasa por los puntos que encontraste. Demuestra que los cuatro focos estan
sobre este circulo.

Encuentra las ecuaciones de las rectas tangentes de la hipérbola

-3x” +2y" + 60x — 24 y - 264 = 0 que tienen pendiente igual a 3,

Considera las rectas y = x y y = —x; entonces, el eje X es |a bisectriz del an-
gulo formado por estas rectas. Toma el punto A(%E,O) y los puntos B(3, 4) y
B’(3, —4). Por A traza una recta cualquiera que corte y = xen el punto Cy
la recta y = —x en el punto C’. Une Bcon Cy B’ con C’y llama M al punto
de interseccion de estas dos rectas. Halla el lugar geométrico descrito por M,
auando la recta CAC’ gira alrededor de A,
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Autoevaluacién )

1. Encuentra la ecuacién simétrica de la hipérbola cu- 5. Encuentra el centro de la hipérbola 16x*-25y* -

yos focos son F'(0, —10) y F(0, 10) tal que la dife-
rencia de las distancias de los puntos de la hipér-
bola a los focos es 16.

a. x—+y—=1.
36 64
2 2
b =L
64 36
2 2
AN
36 64
L
64 36

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 337.

. Encuentra la ecuacién general de la hipérbola cuyos
focos son H(5,0)y F'(—5, 0) tal que la diferencia de
las distancias de los puntos de la hipérbola a los fo-
coses 8.

a. =16x* +9y’ =144 =0.

b. 9x" -16y" -144=0.

c. 9x* +16y* -144 =0.

d 16x° +9y* -144=0

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
cnsulta la pagina 334.

. Encuentra las coordenadas de los focos de la hipér-
bola £ - ;-1

a. (13,0) y (-13,0).

b. (5,0)y (-5, 0).

c. (0,13)y(0,-13).

d. (12,0)y (-12,0).

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta las paginas 333 y 337.

. Encuentra la excentricidad de la hipérbola
-144x* +25y* = 3600.

13 5
a —- G

5 13

12 1
b. —. d —3

13 12 ;
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consulta
la pagina 344.

64x +200y - 736 = 0.

a. (2,4).

b. (4,2).

c. (-2,-4).

d. (2,-4).

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 353.

. Encuentra la forma simétrica de la hipérbola con

excentricidad -ﬁ— vértices en (5, -5) y (-3, -5)

N (x + 5) _(y— llz:l.

42 32
(x-1)Y  (y+5)
b. pe A 7 =1.
(x-1)* (y+5)
C. Z =3 =1.
(y+5° (x-17
d. £~ 37 = L

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 353.

. Encuentra la constante de proporcionalidad si y es

inversamente proporcional ax y parax = ; setiene

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
consulta la pagina 374.

. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la hi-

pérbola x* - y* - 2x - 10y - 23 = 0 que pasa por el
punto (1, -4)

a. y=-4,
b. x=6.
. x=-6.
d. x=-4,

En caso de que tu respuesta sea incorrecta,
cnsulta la pagina 381.
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( Heteroevaluacién

. Encuentra los focos de la hipérbola con ecuacién
455 —36y* +180x + 24y + 896 =0,

. Encuentra los vértices de la hipérbola con ecuacién
15x = 8y" —120x+ 80y -80=0.

. Encuentra la ecuacién simétrica de la hipérbola con excentricidad g y focos F'(0, —3) y F(12, -3).

. Encuentra la ecuacién simétrica de la hipérbola si una de las directrices tiene ecuacién y = =2 y sus vértices
son V (=9,-7 =25 )y V(=9,-7 + 2.5

. Encuentra las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola
16x* -9y* -128x —18y - 473 =0.

. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola
x> =5y" +2x+10y—24 = Oen el punto P(9, -3).



n las unidades anteriores, con la ayuda de
la traslacién de los ejes coordenados, se
obtuvieron las ecuaciones de las cénicas
horizontales y verticales que tienen sus
centros (elipses e hipérbolas) o su vértice (para-
bolas) fuera del origen del sistema cartesiano.
Ahora se consideran cénicas con ejes no pa-
ralelos a los ejes del sistema. Sus ecuaciones se
caracterizan porque en ellas aparece el producto xy.
Mediante la rotacidn de los ejes coordenados se
establecen nuevos sistemas cartesianos y con res-
pecto a ellos se obtienen las ecuaciones estandar
de dichas cénicas.
Se estudia la ecuacién general de segundo grado:

Ax® +Bxy+Cy’ + Dx+Ey+ F=0

La ecuacion general
de segundo grado

y con ayuda de la expresion B> -4AC, cono-
cida como discriminante, se establece un criterio
para determinar la clase de conica que representa
una ecuacion de tal tipo. No se tratan con detalle,
pero se llegan a considerar, los casos en que la
ecuacién anterior representa alguna de las [lamadas
cOnicas degeneradas (dos rectas, un punto y el vacio).
El criterio al que nos hemos referido no sirve para
reconocer estas situaciones excepcionales, pero
consideramos que, en una primera presentacion
del tema, lo aqui expuesto resulta conveniente y
suficiente.

Alolargodel libro se ha trabajado con las ecua-
dones estandar de las conicas. Ahora se usard la
ecuacion general de segundo grado para desarrollar
los distintos temas antes vistos.



En esta unidad revisaras los siguientes temas. Obsérvalos
y reflexiona acerca de lo que sabes sobre ellos.

‘ La ecuacion general de segundo grado '

Rotacién de los

ejes de coordenadas

Casa B=0
Traslacién de ejes

Ecuacién general

de las conicas

Caso B#0
Rotacidn de ejes

Discriminante de la
ecuacidn general

Resolucién de ! lugares geométricas
problemas
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Antena parabolica. T

Liamamos sentido :)
positivo de giro al que es
contrario al movimiento

de las manecillas del

reloj y sentido negativo

al que coincide con el
movimiento de ellas.

Rotacién de los ejes de coordenadas

Una antena parabélica es un paraboloide orientado hacia un satélite.

Dar las coordenadas de los puntos A(3, 1), B(4,—1) y C(-9,4) con respecto al siste-
ma de coordenadas X'Y" que se obtiene al girar 90° en sentido positivo (en sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj) los ejes cartesianos XY.

Solucién:
Marcamos los puntos A, By C en el sistema XY, como en la figura 8.1.

Ahora, dibujamos un nuevo par de ejes X'Y" girando los originales 90° en senti-
do positivo. De esta manera, el semieje positivo X' queda colocado donde estaba el
semieje positivo Yy el semieje positivo Y’ queda colocado donde estaba el semieje
negativo X (figura 8.2).

Y X' A
6 6
C C
=S s seen =+ ekl LT 4+
1 1
' 2 A ! 2 A
: L S —tia o o FSTEE >
-10-8 6 -4 2 (--2--¢ 6 8 X y' 8 6 4 2 r--2--¢ 6 -8
i ) B -2
(a) (b)
Figura 8.1 Figura 82

Vemos ahora que las coordenadas de los puntos A, B y C, respecto al nuevo
sistema de coordenadas X'Y',son A(1,-3), B(-1,—4) y C(4,9).

iObservas un patrén para obtener esas coordenadas a partir de las originales
(3,1, (4,-1) y (-9,4)7

iPodrias dar las nuevas coordenadas del punto D(7,8), sin necesidad de dibujarlo?

Veamos ahora el caso general.

Tomemos un punto P(x,y) en el plano XY. Giremos los ejes cartesianos un én-
gulo 8 (el sentido del giro es positivo si 8> 0 y el sentido es negativo si 8 <0),
obteniendo los ejes X' Y'. En la figura 8.3 se usa un angulo 0 <0 <90°.

Llamemos (x',¥') a las coordenadas respecto a los ejes X'Y", que deseamos de-
terminar. Para ver la relacién entre (x,y) y (x',y') tracemos el segmento OP y lla-
memos @ al angulo formado por el segmento OPy el semieje positivo X,y sea rla
distancia del punto Pal origen O (figura 8.4).

P
W R Y“‘ A YJ 'l'?\
i 1 - ]
: < N :
b - 4 : ‘1 “\[!-
\\ "’ \ # : .FJ X A *
[ F," .]I‘\F .‘..J .‘, :‘y
) "‘1‘9 'Q i \
e D *i' : r{,
- Al
- 4 \ X .rJ \9 :
s 5 X
‘\\ O N _X
v

Figura 8.3 Fgura 8.4
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Con el uso del tridngulo OPM, tenemos que:
OM = x' = rcos(9—-0).
Aplicamos la formula del coseno de la diferencia de dos dngulos y obtenemos:
x' = r(cos ¢cos 0+ sen @sen 0) = (rcos ¢)cos O+ (rseng)send.
Por otro lado, en el triangulo OPN, vemos que:
ON =x=rcosQ PN = y=rseng,
asi que,
x'=xcos0+ ysenf.
De manera similar,

y'=rsen(p-8)
= r(sen@ cos 8 — cos @ sen 6)
=—(rcos@)sen8+(rseng)cosd
=-xsen 6+ ycos6.

Las formulas:

x'=xcos0 + ysenf
'=-xsenf + ycosf 8.1)

se llaman férmulas de rotacién de ejes y dan las coordenadas de P, en relacién con
el nuevo sistema X'Y’, en términos de las coordenadas, respecto al sistema original
de coordenadas XY

1. Dar las coordenadas de los puntos A(3,1), B(4,-1) y C(-9,4), con res-
pecto al sistema de coordenadas que se obtiene al girar los ejes cartesia-
nos un angulo de 90°,

Solucién:
Este es el ejemplo introductorio; resolvamoslo ahora por medio de las
férmulas de rotacion.

Como conocemos las coordenadas (x,y) de los puntos A, By C,y busca-
mos sus coordenadas (x', '), utilizamos las férmulas (8.1). Recordemos que

sen90°=1 y ¢0s90°=0

Si tenemos las -:}
coordenadas (x, y) de

un punto respecto

aun sistema XYy
gueremos encontrar

sus coordenadas (x', ')
respecto a un sistema

X'Y’' obtenido por una
rotacién, de un angulo 8,
del sistema XY, utilizamos
las férmulas

x'= xocosf + ysenf

¥ =-xsent + ycosf.
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* Y #
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Figura 8.6

asi que las nuevas coordenadas de los puntos son, para el punto A:

x'=3c0890° +1sen90° = 3-0+1-1=1,
y' ==38n90° +1¢0s90°=-3-14+1-0 = -3,

para el punto B:

x'=4c0s90° +(-1)sen90° =40 +(-1

y' =-45en90° +(-1)cos90° = -4 -1+(-1)-0 = -4,

parael punto C:

¥ =(—9}m590° +4sen90° = (...9).0_,,4.1: 4,
y'=-(-9)sen90° + 4c0s90° = -(-9)-1+4:0=9.

Asi, las nuevas coordenadas de los puntos son: A(1,-3), B(-1, —4),

C(4,9), que son las mismas coordenadas que obtuvimos anteriormente.

Para un punto P(x,y) arbitrario, obtenemos que sus nuevas coorde-

nadas son:

X' =xc0890°+ysen90°=x-0+y-1=y,
Y =-x%n90°+ ycos N’ =-x-14+ y-0=-x.

2. Dar las coordenadas de los puntos A(1,0), B(4,4) y C(0,1),con respecto
al sistema de coordenadas que se obtiene al girar los ejes cartesianos 45°,

Solucién:
» Primera solucion:

Marguemos los puntos A, By Cen el sistema XY. Ahora tracemos los
nuevos ejes X'Y" girando 45° los ejes originales.

Desde A tracemos paralelas a los nuevos ejes; como en la figura 8.6,
observemos que se forman dos tridngulos rectingulos isésceles cuya
hipotenusa comin OA vale 1, donde O es el origen comln de los dos
sistemas Asi, de acuerdo con el teorema de Pitagoras, Ios catetos valen

-, de modo que las nuevas coordenadas de A son A| - ’—2

El punto B se encuentra sobre la parte positiva del e;e X' asi que su
primera coordenada es su distancia al origen, que, nuevamente por el
teorema de Pitagoras, es /32 = 4./2 ,y su segunda coordenada es cero;
asl, las nuevas coordenadas de B son B(élvrf, 0

Finalmente, para encontrar las coordenadas de C, trazamos paralelas
alos nuevos ejes desde Cy observamos nuevamente que se forman dos
triangulos rectangulos isdsceles, cuya hipotenusa comun OC mide 1,

de modo que las nuevas coordenadas de Cson C( —2 :
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» Segunda solucion:
Resolvamoslo ahora de la manera sistematica que nos proporciona la
férmula (8.1), recordando que:

1 1
send5’ = — cos45° = —,
a7 2

Las nuevas coordenadas de los puntos son, para el punto A:
1 1

G

1 1
Lo ] gan 45° 4 Dicng 5% = wl v e i
¢ N/ AN R

x'=1cos45° +0sen45° =1 —

para el punto B:

1 1
x'=400s45°+ 4sen45°= 4 =4./2,
2T J?_'.

1 1
'=*‘45e1145o+4cos45o=..4-_+4._=0’
. Z

para el punto C:

1 1 1
x'=0cosd5° +1send5° =0 —+1-—=—,
JE N2 2
1 1
= —0sen 45° +1cos45° = -0- =—,
e ﬁ b

Adsi, las nuevas coordenadas de los puntos son A( =)
‘4%’_ 0} ¥ C[ il ).como habiamos encontrado enla primera

ucién geometrica.

Veamos ahora como se transforman las ecuaciones de algunos lugares geométricos
al girar los ejes cartesianos.
Supongamos que la recta £ tiene ecuacion:

x~~@y+3=ﬂ.

Queremos obtener la ecuacién de la recta con respecto a los ejes X'Y’ obteni-
dos al girar los ejes XY un angulo de 30°. Asi, en lugar de la variables x y y deberan
aparecerx'y y'.
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Solucién:
De acuerdo con las férmulas (8.1), la rotacién de los ejes cartesianos mediante un
angulo de 30° estd dada por:

x' = xcos30° + ysen30°,

y' =-xsen 30° + ycos30°,

Recordemos que:

V3

1
sen30° = — c0s30° = —
2 2

yobtendremos:

o3 A 13

X'=—x+— '==—Xx+—y.
2 2}’ e 2 2 4

Lo que necesitamos ahora es escribir x y y en términos de x’ y y'. Para ello, resol-
vemos este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas xy y.
Multiplicamos la segunda ecuacién por J3 y la sumamos a la primera:

x'+~/§y’=2y,
despejamos ¥,

oL 43

y 2 2 ¥

Sustituimos en la primera ecuacion el valor de y:

oo¥3 11, N3
2722 27 )
Despejamos x:
LM, 1 7
2 277
Asi, |las ecuaciones que expresan xy y, en términos de x' y y', son:
:c—ﬁac'--l !
2 27

_L V8
)’—2 2)’-
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Sustituimos estos valores en la ecuacion de la recta:

x=-\3y+3=0
V3, 1 1., V3
—x'——y' -3 |=x'+=y'|+3=0
2 2,\’ 2 2 4
-2y'+3=0.

Observa que no hay término en x', lo que significa que la recta es paralela al
eje X', lo cual era de esperarse, ya que la recta forma un angulo de 30° con el eje X
(figura 8.7).

* Y
3
2

5 -

/ g 3 4 X
e R
Y TS
. oml 3

-
3

Fgura 8.7

Veamos el caso general. Si tenemos la ecuacién respecto a un sistema XY de un
lugar geométrico y queremos encontrar su ecuacién respecto a un sistema X'Y’
obtenido por una rotacién del sistema XY, lo que debemos hacer es despejar xy y
de las formulas de rotacién (8.1). Para ello, podemos proceder como lo hicimos en
e ejemplo anterior, resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas x
y ¥, 0 pensar en la rotacion de ejes que manda a los ejes cartesianos X'Y” en XY. Si
los ejes X'Y" se obtuvieron mediante una rotacién de un angulo 8, la rotacién de
ejes que manda X'Y’ en XY es una rotacién de un dngulo -@. Intercambiando los
papeles de x, ycon los de x', ¥’ en las formulas de rotacién (8.1) obtenemos:

x = x'cos(~8) + y'sen(-0)
y=-x'sen(-0)+ y'cos(-0)

y recordemos que:

[ ]

Sitenemos laecuacion )

SEII(-E}=*SEI'IE b COS{-H}=UOSB: respecto a un sistema XY
de un lugar geomeétrico
de modo que obtenemos: ¥ queremaos encontrar su
ecuacion respecto aun
x=x'cosﬂ-y'sen9 sistema XY’ obtenido

por una rotacién, de un
angulo 8, del sistema XY,
utilizamos las férmulas
que son las férmulas que nos permiten encontrar la ecuacion del lugar geométrico, — * = cosfi - y'sendl

en términos de x' y ', cuando se giran los ejes cartesianos un angulo 6. y=xsent+y cosb.

y=x"senfl + y'cos6 (82)
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1. Encontrar la ecuacién del lugar geométrico dado por la ecuacién:

= 57 ,
2 47 '

respecto a los ejes X'Y", obtenidos al girar los ejes cartesianos 30°, e iden-
tificarlo.

Solucién:
Utilizaremos las férmulas (8.2):

x = x' c0s30°~ y'sen 30°,

y = x'sen30°+ y'cos 30°.

Recordemos que:

3 o 1

c0s30°= — sen 30°= —.
Asi, sustituimos:

s N2
2 r=3 27

en la ecuacion:

s 7 57
= =B+ yt =144,
¥ TVRTyY

y obtenemos:

(3] ol fie ) S8

4 {2 2 2 2 2 2

que después de simplificar queda como sigue;
x T4 9(x')? +16(y") =144,

21 e, ol Al escribirla en la forma simétrica:

«F 0P
42 32

% la reconocemos como una elipse en la que a = 4 y b= 3, cuyo eje mayor
esta sobre el eje X' y el eje menor esta sobre el eje Y,

Fgura 8.8 Como estos ejes estan girados 30° respecto a los ejes XY, entonces la
elipse esta girada 30° respecto a estos ejes,
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2, Encontrar la ecuacion dela parabola vertical y=5= 2(x + 6)2 respecto al
sistema que se obtiene al girar los ejes un dngulo de 45°,

Solucién:

Utilizaremos las férmulas (8.2):
x = x' c0s45°~ y' sen45°
y=x"sen 45"+ y' cos45°

Recordemos que:
1 1
c0s45°= — send5°= —,
2 V2
de donde;
JE J_ 27 2

Sustituimos en la ecuacidn de la parabola:
y-5=2(x+6)

L Lo neal Loy A ool

B RY S 2{5" ﬂ‘”“]

r L i l , 12 |
—\Ex-l-ﬁy 5—2(2(::) +—(y') +36- xy+\,,_ J_y]
]' ]' 2 2 2; L ]
:"_E Ty -5= (x') +{y) +72 - 2xy+ﬁx —-Jiy

'Y +(y)V+72- ny+24 y - [ X'+ —=y'- 5) 0
R el WA
(x')’«»(y'f-zxyf+%x'-%yr+7v=o.

Y A
* 107 A
S Kar
3 Pensamient
W B % 2 X Consideraunaelipse
# * horizontal con centro en
Rigura 89 el origen y ejes paralelos
alos ejes coordenados. 5i

2 aplicamos una rotacién de
La ecuacién buscadaes(x*)uty')’-zx'f'*TZ"' ‘TZ?’*?’M- S0F. jcaic ea I eipamicon

respecto al nuevo sistema?
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En cada caso, encuentra las coordenadas de los puntos dados con respecto al
sistera de coordenadas que se obtiene al girar los ejes cartesianos el angule
indicado.

wy
o
=

&
w
(V)

1. A(1,-2), B(-8,—4), C(4,7); 30°. 7. A(0,-2), B(-3,2), C(7,5); 120°.
2. A(0,-3), B(-1,1), C(—4,-5); -135° 8. A(8,-2), B(1,—4), C(6,~1); 90".
3. A(2,6), B(9,-1), C(-10,8);-45°. 9. A(2,7), B(1,8), C(-3,-1); 60",

4, A(-3,-3), B(2,0),C(7,-2);90°.  10. A(0,0), B(3,4), C(0,—1); 135°,

5. A(-1,0),B(2,-3),C(5,7);180°.  11. A(7,1), B(8,-8), C(35,2); 360°.

6. A(-7,2),B(2,5), C(4,3); 45°. 12. A(-4,-3), B(5,-1), C(4,17); =30°.

Encuentra la ecuacion de la recta dada con respecto a los ejes X'Y", obteni-
dos al girar los ejes XY en un angulo 6.

13. 2x+ y-5=0; 6=90° 19. 2x-y+7=0; 0=90°
14. x+~.f§y+4=(}; 8=60° 20. x+3y-4=0; 0=45.
15. 2J3x+2y+9=0; =30 21, 5x-8y+5=0; 6=30"
16. \2x-\2y+13=0; 0=45° 22, 9x-6=0; 6 =360".
17. 5x-4y-7=0; 6=90" 23, x-y=0; 0=120°
18. x+y-1=0; 8=60° 24. 3x+y-1=0; 6=120°

Encuentra la ecuacion de la conica dada con respecto a los ejes X' Y', obteni-
dos al girar los ejes XY en el dngulo 6.

25, y'=x=1; 8=90"

26. 2xy=1; O=45".

27. x* +xy+y' =6; 8=45,

28. x’+y" =9; 0=30"

29. x* =y =2; 6=90°

30. 3x" =7xy+3y’ =10; 0=45".

31. y* =5x-2y-5=0; 0=90".

32. 5x”+ 23xy+7y* - 4=0; 6=60"

33, 7x7+2/3xy+ 5y’ =1; 0=230"

34, 5x7 = 2\3xy+ 7y =1; 6=-60".

35, x” +2xy+y  +2x =2y =0; 6=45"

36, X’ +2xy+y - 3V2x+3\2y-5=0; 9=45°

37. 3x2-10xy +3y* -142x+ 22y +118=0; 0=45",
38, sz-ﬁxy+y2+4(l+5J§)x+4(\f§-5)y+116=0; 6 = 60°.
39. x* =2V3xy+3y" -43x -4y-24=0; 0=-60"

40. Considera los puntos P(6,2) y Q(-5,4). Encuentra la distancia entre
ellos. Aplica una rotacién de 45°. Llama P, y Q, a los puntos correspon-
dientes a Py Q, después de la rotacién. Calcula la distancia entre P,y Q..
Compara esta distancia con la primera.
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L

41. Prueba que las rectas 3x + y =7 =0 y x = 3y - 27 = 0 son perpendicu-
lares. Aplica una rotacién de 60° y encuentra el &ngulo entre las rectas
obtenidas después de la rotacion.

42, Encuentra la ecuacién de la directriz de la pardbola obtenida al girar
y* = 5x =8y —19 = 0en un angulo de 30°.

43. Aplica una rotacién de 45°a la elipse 41x* — 18xy + 41y*> =800 =0 y en-
cuentra las coordenadas de sus vértices en el nuevo sistema de coordenadas.

44. Aplica una rotacion de 60° a la hipérbola cuya ecuacion general es:

1679x" ~1250\/3xy + 429 y* +12(960+/3 - 49 ) ~12(960 + 493 ) y - 57060 = 0

wy
o
=

e
W
i

y encuentra las coordenadas de sus focos en el nuevo sistema de coor-
denadas.

Ecuacion general de las conicas

Veamos ahora cémo reconocer el lugar geomeétrico determinado por una ecuacién
de segundo grado en su forma general:

(A_rl + Bxy + (','y: +Dx+Ey+F= 0,) (83)

Caso B=0. Traslacion de ejes

Alo largo del libro hemos trabajado basicamente con ecuaciones de segundo grado
que no tienen término en xy, es decir, el coeficiente B de la ecuacién (8.3) es igual
a 0. Esta condicion caracteriza a las conicas que tienen sus ejes paralelos a los ejes
cartesianos. Con la ayuda de la traslacién de los ejes coordenados, se obtuvieron las
ecuaciones de las cdnicas horizontales y verticales que tienen sus centros (elipses e
hipérbolas) o sus vértices (parabolas) fuera del origen del sistema cartesiano.
Recordemos que si trasladamos un sistema XY a un sistema X' Y cuyo origen O’
tiene coordenadas (1, k) en el sistema original XY, entonces las nuevas coordenadas
(x',y") de cada punto P se relacionan con sus originales (x, y) por las férmulas:

x'=x-h
y=y-k (84)
Para reconocer qué conica representa la ecuacién general de segundo grado
en las variables xy y,con B = 0, y determinar sus elementos principales, obtendre-
mos a partir de dicha ecuacién general |a ecuacion estandar, tal y como hicimos
en los casos particulares analizados en las unidades correspondientes a cada una

de las conicas.
Por ejemplo, consideremos la ecuacion:

(4x? - 40x +9y” — 144y +532=0.) (85)




(@ 414 Geometria Analftica

Completamos dos trinomios cuadrados perfectos: uno de ellos formado con los
términos que contienen xy el segundo con los términos que contienen y; y dejamos
el término independiente en el lado derecho. Asi, escribimos:

(4x* -40x )+(9y’-144y )=-532 )

4(x*=10x+25) +9(y* ~16y +64) = -532 +100 + 576

4(x-5)" +9(y-8) =144, ) 6

Finalmente, dividimos entre 144 y obtenemos la forma estandar de la ecuacion:

4(x-5) 9(y-8) |
144 144
(x=5 (y-8)
1? + 131 =1
(x=57 (y-8) _,
36 16 '

O sea, la ecuacién representa una elipse horizontal con centro en (5,8), con se-
miejes mayor y menor que valen a =6 y b = 4, respectivamente.
Con la traslacion de ejes:

X'=x-5
y=y-8 (87)

-3 | 5 10 X obtenemos un sistema X' Y’ cuyo origen es el centro de la elipse y con respecto al
cual la ecuacién de la elipse es (figura 8.10):

Fgura 8.10

En general, si queremos encontrar la forma estandar de una ecuacion del tipo:
Ax*+Cy’+ Dx+ Ey+ F =0,

donde al menos uno de los dos coeficientes A o C es distinto de cero, procedemos

como a continuacion se indica:

b SiA=0yC=0,completamosdos trinomios cuadrados perfectos para llevarla a
la forma:

(A{x—-h}z +C(_)’—-k}2 = Fr) (88)

lo que nos permite identificarla como una elipse o una hipérbola, dependiendo de
los signosde A, Cy F', con centro en (h, k).
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SiA=0y C=0,completamos el trinomio cuadrado perfecto con los términos
que tienen x y obtenemos:

A(x-h)' =-Ey+F,
por lo que si E = 0, factorizamos E en el miembro derecho:

FF

A(x-h) =-E ¥l

F

F
de donde, llamando k = = tenemos:

A(x-h)’ =-E(y-k),
asl,
2 E
-h) =-={y-k
(x=h)' =-"(y-k)
y la identificamos como una parabola vertical con vérticeen (h,k) y 4p =-4.
Si A= 0y C=0,completamos ahora el trinomio cuadrado perfecto con los tér-

minos que tienen y, procediendo de manera similar al caso anterior; obtenemos,
finalmente, la parabola horizontal cuya ecuacion es:

(y-k)’ =-%(x+ h).
Con h=5 si D=0y para lacual 4p =-2.

En todos los casos la traslacion de ejes:

(89)

determina un sistema X'Y" que tiene su origen en el centro o vértice de la conica
correspondiente.

Ejemplos

1. Identificar la cnica x* - 8x + y* +14y +25 =0, dar sus elementos prin-
cipales y la traslacién de ejes que hace que su centro o vértice esté en el
origen del nuevo sistema.

Solucién:
Debemos completar 2 trinomios cuadrados perfectos: el primero con los
términos que contienen xy el segundo con los términos que contienen y.

(xz -8x )+(y2 +14y )=-25
(xz- Bx+16)+(yz +14y+49)=-25+ 16+ 49

(x-4}2+(y+7}2=40' N

S5i B=(0en laecuacion )
de segundo grado, lo

que debemos hacer para
encontrar laecuaddn
estandar es completar los
cuadrados perfectosen las
variables que aparezcan

al cuadrado y dejar en el
miembro izquierdo dichos
cuadrados perfectos.

La ecuacion )
Ax* +Cy*+ Dx+ Ey+ F=0,
conA=0yC=0,
corresponde a una elipse,

si lossignosde A y Cson
lguales, o una hipérbolasi
estos coeficientes tienen
signo distinto.

La ecuacion )
Ax* +Cy*+ Dx+ Ey+ F =0,
cwonA=0yC=0,
corresponde a una parabola
vertical.

La ecuacion )
Ax* +Cy’+Dx+Ey+F=0,
wnA=0yC=0,
corresponde a una pardbola
horizontal.
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Agura 8.1

Esta es la forma estandar de un circulo con centro en
C(h, k) = C(4,~7 )y radio r = /40 = 2/10. La traslacién buscada es:

X=x-h=x-4 y'=y-k=y+7.

2. Identificar la cénica 2x* + 20x + 59 = 3y = 0,dar sus elementos principa-

3.

les y la traslacion de ejes que hace que su centro o vértice esté en el origen
del nuevo sistema.

Solucién:

Completamos el cuadrado perfecto respecto a la variable que esta al cua-
drado:

2(x*+10 )=3y-59
2(x? +10x+ 25) =3y~ 59 + 50
2(x+5) =3(y-3),

y obtenemos la ecuacion:
3
(x+5) = 5()’— 3)

que reconocemos como la ecuacion estandar de la parabola vertical que
abre hacia arriba con vértice:

V(h k)=v(-5,3)

y 4 p = 3. Entonces su foco es el punto:

3 27
F(h,k+p)=F (—5,3+§]=P(—5,?].

La directriz de la parabola es la recta:

3 21
=k-- =3+—-—=—_
> 4 P s 8
La traslacién buscada es (figura 8.11):
X'=x-h=x+5 y'=y-k=y-3.

Identificar la conica 4x” —=16x+ y’ — 8y—40=0, dar sus elementos
principales y la traslacion de ejes que hace que su centro o vértice esté en
el arigen del nuevo sistema.
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Solucién: 1

Completamos los cuadrados perfectos respecto a las variables que estan
al cuadrado; en este caso, las dos variables x y y
4x* 16x+y' -8y-40=0
a;(.ar:2 —4x +4)+(y2-—8y+ 16)=40+16+16
4(x-2) +(y-4) =72
e 2
(x-2) (r-4) |
18 72
(x-2) +{y..4)” .
2 E bt
(3v2)  (6v2)

Identificamos esta ecuacion como la estandar de una elipse vertical (fi-
gura 8.12), con centro en el punto: Figura 8,12

C(h k)=c(2,4)
y semiejes a =62 y b= 3+/2. De donde:
c=a? -b* =72-18 = /54 = 3,/6.
Los focos de la elipse son:
F'(hk—c)=F(2,4-36)~F(2,-3.35),
F(hk+c)=F(2,4+3J6)~F(2,11.35).

Entonces:

y, por consiguiente, las directrices son las rectas:

2 2
yok="y y=ks"
y=4-—-4\fg y=4+4\.’g

y=4(luv'%-) y=4(l+\fg)

asociadas a los focos F' y F, respectivamente,
La traslacién de ejes que coloca el origen del nuevo sistema de coorde-
nadas en el centro de la elipse es:

x'=x=2 y=y-4 &
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Figura 813

Pensamlent

critic

Sien laecuacién
Ax"+Cy*+ Dx+ Ey+F =0,
A =C=0yal menosuno
de los coeficientes Do E

es distinto de cero, jqué
representa laecuacién?

4. Traslada los ejes de coordenadas para que la cénica 3x* =9x+ y-6=0
quede colocada de manera que su centro o vértice sea el origen del nuevo
sisterna de coordenadas y encuentra la ecuacion correspondiente en di-
cho sistema.

Solucién:
Completamos el cuadrado perfecto respecto a la (nica variable que esta

al cuadrado (x):
e

9 27
3[x2—3x+—]+y=6+—
4 4
3) 27
J|lx=—| +y=6+—
2 4
-y

5 y

) __1(,_5t

2 3 %)

A

Reconocemos esta como la ecuacion estandar de la parabola vertical
que abre hacia abajo, con vértice:

v(h k)= (2 541}

(8.10)

y4p =13 (figura8.13).

H foco es:
351 1 3 38
EFlhk—p)=
mip)-(22-2)-(2.2)
y la directriz es:
SN N
yEREE 12 6
La traslacion buscada es:
; 3
x'=x-=
2
51
y'= )’“_

Al sustituir estos valores en la ecuacién (8.10) obtenemos la ecuacién
en el nuevo sistema X'Y":
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-,

1. Identificalacénica 4x* —16x + y* — 8y + 8 = 0 y da sus elementos prin-
cipales.

2. Identificalacénica5x” =4y’ +30x + 56y — 251 = 0y dar sus elementos
principales. Traslada los ejes de coordenadas para que su centro quede
colocado en el origen del nuevo sistema de coordenadas. Encuentra la
ecuacion correspondiente en dicho sistema.

3. Da los elementos principales de la pardbola 7 y* +12x =112 y + 508 = 0
y la traslacién de ejes que haga que su vértice sea el origen del nuevo sis-
tera de coordenadas. Encuentra la ecuacién correspondiente en dicho
sistema.

4. Traslada los ejes de coordenadas para que la cénica
2x* + y* + 24x + 4y + 64 = 0 quede colocada de manera que su centro
sea el origen del nuevo sistema de coordenadas y encuentra la ecuacion
correspondiente en dicho sistema.

5. Traslada los ejes de coordenadas para que la conica
x" + y* =10x -2y +8 = 0 quede colocada de manera que su centro sea
el origen del nuevo sistema de coordenadas y encuentra la ecuacién co-
respondiente en dicho sistema.

w
=
=2

o
W
i

Caso B#0. Rotacion de ejes

Cuando en la ecuacion general de la conica:

[Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0.j (811)

hay término en xy, es decir B # 0, lo que hay que hacer es girar los ejes cartesianos
XY un angulo 8 adecuado para escribir la cénica respecto a un nuevo sistema car-
tesiano X'Y’, girado respecto al original, de manera que la nueva ecuacién ya no
tenga término en xyy podamos llevarla a la forma estandar en ese sistema.

Consideremos la cénica determinada por la ecuacién de segundo grado (8.11),
en la que suponemos que B# 0.

Si giramos los ejes un angulo @ y sustituimos los valores de x y y de acuerdo con
las ecuaciones (8.2):

x =x'cos- y' sent

= x' sen + y" cos 6.
y=x"senv + ¥ cos (8.12)

en la ecuacion (8.11) obtenemos:

A(x' cos8 - y'sen8) +B(x' cosf- y'sen8)(x'sen 6 + y' cosB)
+C{x'sen9+y'cosﬁ'}2 +D(x'cosf - y'sen8)

+E(x'senf + y' cosf)+F =0.
(8.13)

El ejemplo més sencillo de )
ecuacion de segundo grado
conB#0esxy=1,que

como ya vimos representa
una hipérbola con centro

en el origen y cuyos ejes

se obtienen al girar 45°en
sentido positivo los ejes
cartesianos XY.
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Desarrollamos estos productos y agrupamos, y tenemos una ecuacion de la forma:

(A'{;’c']'z +B'xy + C'(;v')2 +D'x'+Ey +F=0 j (314)

donde A', B', C', D', E' y F' son nimeros que dependen de 8 y de los coeficientes
originales,

De momento, el Unico valor que nos interesa es el de B'. Los términos en x'y’
aparecen en los 3 primeros términos del lado izquierdo de la ecuacién (8.13). Al
hacer las operaciones, obtenemos:

B'=-2Asen Bcosﬂ-a-B(cos"‘ 6- senzﬂ)q- 2Csenfl cost!
= B(ms2 - sen"ﬂ)-(A—C}ZsenﬂoosB
=Bcos20-( A-C)sen 20.

Lo que deseamos es que no haya término en x'y’ en la nueva ecuacién (8.14);
entonces, hecesitamos que B’ = 0, asi que debemos tener:

Bcos20 —(A-C)sen28 =0.

Para encontrar el valor de 8 que resuelve la ecuacién anterior, hacemos lo si-

guiente;
Bcos20-(A-C)sen20=0
Bcos26=(A-C)sen26
cos2f A-C
sen2d B’
y obtenemos:
A
cot20 = 2

(8.15)

Con ayuda de una calculadora podemos encontrar el valor de 0° < 8 <90° que
resuelve esta ecuacion, y luego el de senf y cos@. Sustituimos estos valores en
(8.13) y obtenemos la ecuacién:

Ar(xr)i +Cr(yr)2 +D'x' + Eryr+F sy
que ya no tiene término en x'y’.
En la practica lo que hacemos es:

» Resolver la ecuacién (8.15):

cot29=~A;C~.
B

) (8.16)
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b Calcular los valores de senf y cosf.
b Sustituir estos valores en las ecuaciones:;

x =x"cosf- y'senf
Ly =x'senf + y' cosf. (8.17)

» Finalmente, sustituir los valores de xy yen la ecuacion original (8.11) y agru-
par los términos semejantes.

Ejemplos

1. Eliminar, mediante una rotacién de ejes, el término xy en la ecuacién
x* =xy + y" = 4. Determinar el tipo de cénica y encontrar sus elementos
principales.

Solucién:
Sustituimos los valores de A =1, B= -1y C =1 en la ecuacién (8.16):

A-C_0 _

cot20 = —=0.

Asi buscamos un angulo 0° < @ < 90° tal que la cotangente de 20 vale 0;
asi que 260 = 90° y, por tanto, 8 = 45°. Como:

1 1
sen 45° = —, cosd5°= —,
J2 J2

tenemos que al sustituir estos valores en (8.12), obtenemos:

1 1 1 1
x=_xF~_ r =_xr+_ F"
B 4 TTRFrE?

Al sustituir estos valores en la ecuacién original x* — xy + y* = 4,se tiene:

b Lol (o LML o, T (Lo 1 oF

2R T\ RFTRY)RTTRY )TN TR
Efectuamos las operaciones y simplificamos:

1 3
i R

dividimos entre el término independiente para escribirla en la forma si-
meétrica:

4,
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1\\:‘ Y 4 r-,f___
5 -
'i\ .
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’ A
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A
.
L4 b
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Figura 8.14

Reconocemos que es una elipse horizontal con centro en el origen
(', k") = (0,0), radio mayor @ = /8 y radio menor b = \1@ De donde:

8 16 1
c=vVa'-b* = [8-= =1,— =4\/:.
3 3 3
Las coordenadas de los focos de |a elipse en el sistema X'Y' son:
i’ I r ]' ' 1 r
F'(h'-¢,0)=F [0—4\&0] =F [—4\E,t}] ~F'(-231,0)y
, 1 1
F(h +¢,0)= F[{]+4\/;,0] - F[—il\/;,(})u F(2.31,0).

Sus coordenadas en el sisterma XY se encuentran con las férmulas:

1 ' 1 ' _L ' i '
x—ﬁx ﬁy y ﬁx-t-ﬁy.

Asl, tenemos que las coordenadas de los focos en el sistema XY son:
—4 (1 -4 |1 1 1

F'[—— - — —), F 4\[:,4\/: ;
2\N3'V2\3 37 \3

Por otra parte, como:

@ (V8
c

las directrices son las rectas que en el sistema X'Y’ tienen las siguientes
ecuaciones:

2
x=p-L y x’=h"+£
¢ ¢
x'=-23 X' =243

la primera esta asociada al foco F' y lasegunda a F.
Sus ecuaciones en el sistema XY se obtienen usando las formulas (8.1)

con @ = 45%

(8.18)
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Con las que obtenemos:

X y X y
e V3 oy V3

osea,
x+y=-—-2\/rg y x+y=2-.f€.
2. Identificar la conica degenerada 16x” + 24xy + 9y* - 20x - 15y —150 =0.

Solucién:
Sustituimos los valores A =16, B= 24y C = 9 en la ecuacién (8.16):

En lugar de usar la calculadora, observemos que 26 es uno de los an-

gulos agudos de un tridngulo rectangulo cuyos catetos son 7 y 24. Por el 25
teorema de Pitagoras, la hipotenusa vale 25 (figura 8.15), asf que: 2617

24

7
cos2f=—.
25

Fgura 8.15

Utilizamos las formulas del cosenoy del seno de medio angulo y llegamos a:

1-& 3 1+ 4
senf=,—= == cosf =, |—==—,
2 5 2 5

Sustituimos estos valores en (8.12):

T .
5 5)’ 2 5 5)’

y, ahora en la ecuacion original:
4,3 ) 4., 3 (3, 4 3, 4 )
16 _xr___ ’ +24 _xr___ r _xr+_ r +9 _xr+_ ’
[fr-3r) 53[5 3) o34+ 8)

4 ) 3 r 3 F 4 F
=W —x=-—y|=15|-x+_—¥|-150=0.
5 5 5 5

Después de simplificar, obtenemos:

(x') -x'-6=0.
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Figura 816

L ]
Esta ecuacién de segundo grado no tiene término x'y’, por lo que proce-
demos como antes, es decir, completamos el cuadrado de los términos en x”:

(x')'-x"=6

3 1 1
4 A <t
(x) sl

EHEEE

Esta ecuacién no representa a una conica, pues no tiene término en y'.
Despejamos x' y obtenemos:

es decir,

que son las ecuaciones de dos rectas verticales en el plano X'Y'.Como los
ejes X'Y" se obtuvieron al hacer girar los ejes en un dngulo cos™ {—}) ~ 37°,
estas rectas estan inclinadas el mismo angulo, con respecto a los ejes XY
(figura 8.16).

Este es un caso de conica degenerada.

Discriminante de la ecuacién general

Hemos visto que si a una ecuacion general de segundo grado:

(Axl +Bxy+Cy’ +Dx +Ey+ F = {]] (8.19)

le aplicamos las formulas de rotacion de los ejes (8.2):

x =x'cosf- y senf

y=x"senf + y' cosb,

obtenemos:

A'(x') +B'xy +C'(y'} +D'x' +E'y'+ F' =0
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>

y que, para un angulo @ adecuado, podemos lograr que el coeficiente B" de x'y"  H discriminante )

valga cero. Una vez hecho esto, podemos identificar de qué cénica se trata y cudles  delaecuacién

son sus elementos. Ax’+Bxy+Cy'+Dx+Ey+F=0
esB’ - 4AC,

Queremos ver ahora que es posible identificar la conica dada por la ecuacién (8.19),
sin tener que hacer en cada caso todos los cdlculos antes mencionados. Para ello
definimos el niimero:

El niimero A + C obtenido )

a partir de la ecuacion

general de segundo grado

2

B"-4AC (820)  Ax'+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0,
se llama latraza y es

que se llama el discriminante de la ecuacién (8.19). tAnbkn Inyariante bajo

Mediante el uso de relaciones e identidades trigonométricas es posible probar psclones
que el discriminante es invariante bajo rotaciones; esto es, se puede demostrar el
siguiente resultado: i
Si ijCuidado! En laecuacién _)
Ax’+ Bxy+Cy'+ Dx+ Ey+ F=0
Ax? +Bxy+ C)’z + Dx +Ey+F -0 paradeterminar el

tipo de cdnica, no
basta con analizar los

&s una ecuacién general de segundo grado y: signosde Ay C, por
z ejemplo, en laecuaciéon
Ar(xr}2+Brxryr+Cr{yr) +Drxr+Eryr+Fr=0 3x;+31},+4)}._9x+‘1y_5=0.

A,C #0ytienen el mismo
signo, pero la ecuacién no
corresponde a unaelipse;

, P . P utilizando el discriminante
X =X COsU =y scn sabemos que esuna

y=x'"sen 9+y' cosf, hipérbola.

es la ecuacién resultante después de aplicar la rotacién:

entonces:
(B'Y' -4A'C’' =B’ -4AC.

El discriminante nos sirve para saber qué tipo de cénica representa la ecuacién
(3'1333'm05 visto ya que podemos elegir 8 de manera que desaparezca el término en
xy, es decir, podemos lograr una rotacién que nos lleve a una ecuacién de la forma:

A(x')+C'(y'Y +D'x’ +E'y'+ F' =0.

Por el resultado, tenemos que el discriminante de la conica es:

discriminante = -4 A'C’
y sabemos que la ecuacién:

A(x'V+C'(y) +D'x +E'y +F'=0
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La ecuacién ) es una elipse cuando A’ y C' tienen el mismo signo, es decir, -4 A'C' < 0; es
Ax” +Bxy+Cy" + Dx e i una hipérbola cuando A’y C' tienen signo contrario, es decir, -4A' C' > 0;
cf’gf Spf“:d,e “'” navellpee yes una parabola si alguno de los dos coeficientes A’ o C’ vale cero, asi que,
BBk en este caso, -4 A'C' =0.

Hemos probado que si:

"Laecuacién )

Ax® +Bxy+Cy + Dx+ Ey+ F=0 Axt 4 Bxy + Cyz +Dx+Ey+F=0

corresponde auna

hipérbola si B* —4AC = 0. iy .
P= : es la ecuacion de una cdnica, entonces:

La ecuacion ?)
Ax® +Bxy+Cy’ + Dx+Ey+ F=0
corresponde auna

» Esuna elipse cuando B® - 4AC <0.
» Esuna hipérbola cuando B* -4AC > 0.

pardbola si B’ - 4AC=0. » Esuna pardbola cuando B* - 4AC=0.
¢ Determina la transformacién que debe aplicarse, en cada caso, para eliminar
5 el término en xy.
Pensamient o
1. xy=3.
gﬂ,ﬂfmm; 2. 9x*+24xy+2y" +75x-40y -194=0.

de laecuacién 3. 3x2+33’€)’+2)’2‘3x*7y-5=0.
2 2
Ax* +Bxy+Cy’ +Dx +Ey+ F=0 % 2% =5xy+2y" +8x+6y-10=0.

aiando A = C = 0 tienen 5. 4xy+3x* =5,
e mismo signoque Fy 6. 25x" =120xy+ 144y’ =156x -65y = 0.
B=D=E=0?
Analiza el discriminante y di si la ecuacion dada representa una parabola,
elipse o hipérbola.
Pensamient 7. 3% +2xy+3y" —8x -8y =0.
Critic 8. —x"+2xy+y’ —6x-14y+39=0.
{Qué conica 9. 5x* +4y* - 2x+4y-24=0,
representa la ecuacién 10. x* =2xy+8y" =12x-64y +148=0.
Ax’+Bxy+Cy* +Dx+Ey+F=0 11, 3xy -2x+y-1=0,
cauando A = C tienen 12. Bx”—i’.fix)f+15y2+4y-4=0.
signo opuesto alde Fy
BaD=E=07 13. xy-=20=0.

14. x* +4xy+4y* -6x+10y-1=0.

En cada caso, aplica la transformacion adecuada para eliminar el término xy,
determina el tipo de conica y dibdjala.

15. 3x? =2Bxy +y? +8(1«-2d§)x+8(~f5+2)y+64=0.

16. 11x +122xy +11y* +366+/2x +66+/2y - 1602 = 0.

17. 13x% —10xy+13y* —114+/2x +66~/2 y + 450 =0.

18. 272 ~183xy+9y* +12(2-943 )x +12(9+2J3) y + 244 =0.

. A
L
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Resolucion de problemas
Lugares geometricos

Veamos algunos ejemplos de lugares geométricos.
1. Encontrar el lugar geométrico formado por los puntos tales que su distancia al
punto Q(=2, 1) es igual a la mitad de su distancia a la rectax - y— 4= 0.

Solucién:
Liamemos P(x, ) a un punto de dicho lugar geométricoy falarectax — y—4=0.
Las condiciones del problema nos dicen que

[ (P.Q)== (P f)] oon)

Ladistanciade Pa Qes:

@(P,Q}=J(x+2)2+{y—l)2 =\/x2+4x+4+y2—2y+1J

(8.22)

La distanciade Pa { es:

|x-y-4|
(d{P i V2 ] (823)

Sustituyendo (8.21) y (8.22) en (8.23), obtenemos:

1 |x-y-4
V2
1 [x-y-4
J2

\fx +4x+4+y ~2y+l—~£

Jf +4x+y --2y+5——

Elevamos ambos miembros al cuadrado y simplificamos:

B(xz+4x+y2—2y+5)={x-»y—4}2
8x +8y*+32x 16y +40=x" -2xy +y’ - 8x +8y + 16
7x* +2xy+ 7y’ +40x-24y +24 =0,

Para determinar qué tipo de conica es, calculamos el discriminante: Q ..'2

A
A
]

Figura 817

&1
Py

~4AC=2"-4(7)(7)=4(1-49)<0.

Como el discriminante es negativo, se trata de una elipse.
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2. Consideremos el tridngulo con vértices P(x, y), Q(0,1) y R(1,1). ;Sobre qué cé-
nica se mueve P(x, y) si se desplaza de modo tal que la suma de las pendientes
de los lados PQy PR es 37

Solucién:
¥
) Px.y)
2_
Q(0,1) R(1,1)
1 2 X
Figura 8,18

Encontramos, primero, las pendientes de los lados del tridngulo:

pendiente del lado PQ: 2~ 3
x

pendiente del lado PR: y—-i
x -

Seglin las condiciones del problema, debe cumplirse:

WY
X x=1
simplificando, tenemos:
(r-)x-1)+(y-1)x _,

x(x-1)
(y-1)(x-1)+(y-1)x =3x(x-1)
(y-1)(x-1+x)=3x"-3x
=3x +2yx+x=y+1=0.

Para saber qué tipo de cénica representa la ecuacion, calculamos el discriminante:

B*-4AC=2"-4(-3)(0)=4>0.

Asi, P se mueve sobre una hipérbola.

Figura 819
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~

1. Encuentra el lugar geométrico formado por los puntos tales que su dis-
tancia al punto Q(5,2) es igual a tres medios de su distancia a la recta
4x+2y+10=0.

2. Encuentra el lugar geométrico formado por los puntos tales que su dis-
tancia al punto Q(=3,-7) es igual a sudistanciaa la recta 5x - 3y +9 =0,

3. Encuentra el lugar geométrico de los puntos que equidistan del circulo
cuya ecuacion esx” + y* = 2x+ 10y - 10 =0y delarecta2x - y +3=0.

v
=4
s

2
it
(TH]

Mundey

virtual
i 1. Traslaciones. Construye la conica W cuya ecuacion es:
g 16x* + 25y* = 32x + 150 y - 159 = 0. Para ello, utiliza el constructor Cé-

nica calculada. En la pantalla de datos analiticos, coloca el cursor sobre
el renglon donde estd la conica y oprime el boton Datos. Observa que la
pantalla indica que el centro de la conica esta en (1,-3). Construye una
traslacién que manda el punto (1,—3) al origen, para ello define los puntos
C(1,-3) y O(0,0) y después, define la traslacién, T, que manda el punto C
al punto O. Construye la conica trasladada Sindicando que es la imagen
de W bajo la transformacion T. ;Qué ecuacién tiene S? Comprueba que
esta ecuacion es la misma que obtienes si haces el cambio de variables
x=x"-1; y=y"+ 3 enlaecuacién original.

2. Traslaciones. Haz un ejercicio similar al anterior pero con la ecuacion
y*-8y-4x+8=0, correspondiente a una parabola. Construye la tras-
lacién que manda el vértice de la pardbola al origen.

3. Rotaciones. Construye la conica, Q cuya ecuacién es
Byl I f3xy+52y*~144=0. Para ello, utiliza el constructor Génica
calculada. En la pantalla de datos analiticos, coloca el cursor sobre el ren-
gén donde esta la conica y oprime el botén Datos. Observa que la panta-
lla indica que el centro de la conica esta en el origen y el angulo que tiene
respecto al eje x es 0.523599 radianes. Construye una rotacion, R, con
centro en el origen y angulo igual a —0.523599 radianes. Para ello, define
el punto 0(0,0) y el ngulo a = —0.523599 radianes y luego construye la
rotacion. Construye la conica girada U indicando que es la imagen de Q
bajo la transformacion R. ;Qué ecuacién tiene U7, jla ecuacion tiene tér-
mino x)7, jqué angulo tiene respecto al eje X? El angulo 0.523599 radia-
nes es igual a 30°. Comprueba que obtienes la misma ecuacién si haces el
cambio de variables:

x =x'c0s30° - y'sen 30°,

y=x"sen 30° + ¥’ cos 30°.
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4. Rotaciones y traslaciones. Construye la conica 5x =2y +xy-11=0.
Siguiendo las ideas del ejercicio 3,girala conica para que sus ejes queden
paralelos a los ejes cartesianos y, después, trasladala para que su centro
quede en el origen de coordenadas.

5. Rotaciones y traslaciones. Usa la misma cénica que en el ejercicio an-
terior, pero ahora traslada primero el centro de la conica al origen y des-
pués girala para que sus ejes coincidan con los ejes de coordenadas.
iUsaste las mismas rotaciones y traslaciones que en el ejercicio 47

Geolab

Resumen de la unidad )

» Formulas de rotacién de los ejes:

x' = xcosf + ysen0,
y'==xsenf + ycosf.
» Para analizar la ecuacién Ax” + Bxy +Cy” + Dx + Ey+ F =0 con B #0, se pro-
cede de la siguiente manera:
b Seresuelve la ecuacién:

A=C

cot26 =
P Seencuentran sen @ y cos6.
b Se sustituyen estos valores en las ecuaciones:
x=x"cosf- y'senf,
y=x"senf+ y' cosl.

P Finalmente, se sustituyen los valores de x y y en la ecuacién original y se agru-
pan los términos semejantes.

» SiAx’+ Bxy+Cy’ + Dx+ Ey+ F =0 eslaecuacién de una cénica, entonces:

» Cuando B® —4AC <0, se trata de una elipse.
» Cuando B® —=4AC > 0, se trata de una hipérbola.
) Cuando B* —=4AC =0, se trata de una parabola.
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( Ejercicios de repaso

En cada caso, aplica la transformacion adecuada para eliminar el término xy, y de-
termina el tipo de conica.

1. 109 +70\/3xy +39y* + 24(1-183)x - 24(3 + 18) y + 1296 =0.

2. 3x* =5xy -9y’ +32x-161=0.

3. Considera la ecuacion kx” +5xy +3y* — 6x + 3y —15 = 0. Dependiendo de k,
determina qué tipo de cénica representa.

4. Traslada los ejes de coordenadas para que el punto de interseccién delas rectas
6x+4y+2=0y-x+5y-23=0seael origen del nuevo sistema de coorde-
nadas, y encuentra las ecuaciones correspondientes en dicho sistema.

5. Encuentra la ecuacién de la conica en la que se encuentran los puntos que
satisfacen la ecuacién Vx + \/; =5 y di qué tipo de conica es. Sugerencia:
eleva dos veces al cuadrado.

6. Encuentra lascoordenadas de los vérticesde laelipse x* + Jixy +2y* -10=0.

7. Encuentra las coordenadas de los focos de la hipérbola cuya ecuacion es
X' +24xy -6y +4x+48y+34 =0,



@ 432 Geometria Analftica

Autoevaluacién )

1. Encuentra la ecuacién de la recta 3x+2y-1=0

con respecto a los ejes X'Y', obtenidos al girar los
ejes XYun angulo de 7 radianes.

a (2433)x'+(-3+243)y -2=0.
b. (-2+3xf§)x'+(3+2y’§)y'-2=(}.
¢ (3+243)x'+(2-3V3)y -2=0.

d. (-3+2\f§)x'+(2—3ﬁ)y'-2=0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consul-
ta la pagina 409.

2. Encuentra la ecuacién de la cénica xy-1=0 con

3

.

respecto a los ejes X'Y', obtenidos al girar los ejes
XY un 4ngulo de 45°,

a. (x)=(')-1=0.

b. —-(x'Y +(y')-2=0.

c (x)=(y)-2=0.

d =(x)V+(y)=1=0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consul-
ta la pagina 409.

Traslada los los ejes cartesianos de manera que

el centro del circulo x* + y* —=4x -6y +12=0
quede en el origen y encuentra la ecuacion del
cdirculo respecto al nuevo sistema de coordenadas.
a. (x) +(y')-12=0.

b. (x') +(y'Y -25=0.

c 2x) +(3y')Y -1=0.

d (x)V+(y'V-1=0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consul-
ta la pagina 413.

4. ;Qué angulo forma el eje ma

r de la cénica
41x? +18xy +41y% -132./2x - 682y -568 = 0
con el eje X7

a.
b.

d.
En caso de que tu respuesta sea incorrecta, con-
sulta la pagina 419.

walE |l .Q bl
P .

5. Analiza el discriminante para determinar qué tipo

de conicaesx® +5xy +y* +4x - y+10=0.

a. Elipse.

b. Hipérbola.

c. Circulo.

d. Paribola.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consul-
ta la pagina 424.

6. Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de los

puntos tales que su distancia a la recta x=5 es
igual a tres veces su distancia al punto (1,0).

a 8x’+9y’-8x-16=0.

b. 2x” +3y" +4x-22=0.

¢ Ix*+9y* -17x+4=0.

d 8x" -y’ —88x+224=0.

En caso de que tu respuesta sea incorrecta, consul-
ta la pagina 427.
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( Heteroevaluacién

1. Encuentra la ecuacién de la parabola { y- 1}2 =8(x -2) respecto al sistema
que se obtiene al girar los ejes un angulo de 60°.

2. Encuentra la ecuacién que se obtiene al aplicar la transformacion adecuada
para eliminar el término xy en la ecuacion
34./2x? -322xy + 342 y* - 384x + 816 y +1998+/2 = 0, e identifica la
conica en el nuevo sistema de coordenadas.

3. Determina el tipo de cénica que representa la ecuacion
5x* =9xy +4y’ -=10x-7y-20=0.



L Reloj solar del escultor polaco Grzegorz Kowalsky.

Apendice
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Uso de una hoja de calculo para hacer graficas

Las ecuaciones paramétricas de las curvas son sumamente (tiles cuando se quiere
trazar una curva utilizando una computadora. Todos los programas graficos las uti-
lizan, aungue no nos demos cuenta. La mayor parte de las figuras de este libro estan
construidas usando ecuaciones paramétricas. El Geolab, el programa encartado en
este libro, también traza las curvas de esta manera.

Para entender mejor como funcionan estos programas, usaremos una hoja de
célculo electrénica (Excel, OpenOffice, StarOffice, etcétera) para trazar curvas utili-
zando ecuaciones paramétricas.

Ecuaciones paramétricas de un segmento

Empezaremos trazando el segmento que une los puntos P(5,3) y Q(8,2). El resulta-
do final debe ser similar a la figura A.1.

DEEL SRY BE o- @z AR BT 2w

B6 | =| =5B§1+A6"$BS3

A LBl ¢ | D G | H
1] P 5§ 3
2 Q 8 2
3| aP 3 1
4
5 ¢t Xl ¥ |
6| o sl 3
7| 005 515 295 | s
8| 01 53 29
9| 015 545 285 ’
40| 02 56 28 \
1| 025 575 275 | **
2 03 59 27 \\
13| 035 605 265 | ' '
M| 04 62/ 26 |
15| 045 6.35 255
6| 05 65 25 ;
7| 0.55 6.65 245
18 06 68 24 |
19| 0.65 6.95 2.35
200 o7 71 23 '
21 0.75| 7.25| 2.25 oo
22| o8 74 22
23| 085 7.55 2.15
24| 09 77 21
25| 0095 7385 205
26 1 8 2

ek

Figura A1

. En el renglén 1 ponemos las coordenadas del punto P(5, 3).

2. En el renglon 2 ponemos las coordenadas del punto Q(8,2).

W

. Como la ecuacién de la recta es P + t(Q- P). necesitamos las coordenadas
de (Q = P). que ponemos en el renglon 3. Para ello, en la celda B3 ponemos la
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férmula =B2-B1, y la copiamos en la celda C3. Observa que en esta queda la
férmula =C2-C1. Una de las caracteristicas mas Utiles de las hojas de calculo
es que, cuando se copian férmulas, se hace con direcciones relativas (a menos
que explicitamente digamos lo contrario). En la férmula =B2-B1 realmente
lo que queremos decir es "suma las dos celdas de arriba”.

4. Escribimos los encabezados de las columnas t, x y y en el renglon 5. Quere-

mos trazar el segmento de Pa Q marcando 21 puntos del segmento y unién-

dolos mediante un trazo continuo. (En el caso de la recta, bastaria dar los
puntos P y Q, pero queremos hacer esta construccién de manera que nos
sirva para cualquier curva). Para esto usamos 21 valores del parametro, par-

tiendo de 0, que difieren en 3.

Escribimos 0 en la celda A6.

Escribimos la férmula =A6+(1/20) en la celda A7 y copiamos esta formula

en las celdas A8a A26.Observa como cambia la férmula en cada una, ya que

en realidad lo que dice la formula es “suma (1/20) a la celda que esta arriba”.

Estos niimeros son los valores que tomara el parametro ¢ desde 0 hasta 1.

7. En la columna x queremos poner los valores que toma x cuando t adquiere
valores entre 0y 1. Es decir, cuando toma los valores que construimos en el
paso anterior. De acuerdo con el ejemplo, la formula de x es x(t) =5+ 3t,
es decir, la primera coordenada de P mas t veces la primera coordenada de
{Q-— P). Estas coordenadas ya las tenemos en las celdas B2 y B3. Asi que es-
cribimos en la celda B6 la formula =B1+A6*B3. Nota que esta férmula tiene
un problema, ya que si la copiamos en la celda de abajo, B7, los indices cam-
bian y quedan =B2+A7*B4, pero nosotros no queremos esto, pues deseamos
seguir manteniendo los valores B2 y B3, para ello corregimos la férmula de la
siguiente manera:

8. Ponemos el cursor, estando en B6, en la ventana de edicion, encima de los ca-
racteres B1, y oprimimos la tecla F4. Esto hace que cambie B1 por $B5$1, lo que
quiere decir que la direccién B1 no se mueve cuando copiamos la formula.

9. Hacemos lo mismo con B3: ponemos el cursor encima de los caracteres B3 y
oprimimos F4. La férmula final debe quedar =$B$1+A6*$B$3.Observaen la
figura A.1 que el cursor esté en la celda B6 y en la ventana
de edicidn se encuentra la férmula correcta. siste gréfico: :

10. Copiamos el contenido de B6 en las celdas B7 a B26. T estider | Tipos personatuades |

11. En C6 escribimos la formula $C$1+A6*$CS3 y copiamos
C6 en C7 a C26.

12. Para hacer la grafica, marcamos el rectingulo desde B6 hasta
C26y oprimimos el botén de Asistente para grdficos.

13. Elegimaos la grafica XY (Dispersion) y el subtipo Dispersién
con puntos de datos conectados con lineas suavizadas (ver
figura A.2) y debemos obtener una gréfica similar a la mos-
trada en la figura A.1. e e

14. Guardamos la hoja de cdlculo para utilizarla posterior- e b St
mente con otras curvas. me——

15. Modifica lascoordenadas de los puntos Py Q que estan en
las celdas B1, C1 y B2, C2 y observa cdmo cambia la grafica o] ot | casa [Buaetes ] oot |
del segmento.

o n

»

el et

Figura A2
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Ecuaciones paramétricas del circulo

Usaremos las ecuaciones:

x(t)=h+rcost
y(t)=k+rsent,

en las que O(h,k) es el centro del circulo y r es su radio.

Trazar el circulo con centro en O(3,5) y radio r=4. Procedemos como en el gjercicio
del segmento. De hecho, podemos usar la misma hoja, modificando algunos de los
valores.

nwnmamqmaw-azsﬁﬂﬁ@ﬂw
j = =5B51+5BS2"COS(AG)

A =5 < ) [ = ) [ S| [
o 3 |

5

r 4

i X y
6 n- 5 10
"?“JIL 0.3142] 6.80423 6.23607
8 | 0.6283 6.23607 7.35114 & +

9 | 09425 535114 B23607 s :/F —\
10| 1.2566 4.23607  8.80423 #
11| 1.5708 3 9l 7
12| 1.885 1.76393] B.80423 -
13| 21991 0.64886 B 23607

14| 25133 02361 735114
15| 2.8274 -0.8042 6.23607
16 3.1416 - 5
17| 34558 -0.8042 376393 |
18] 37699 -0.2361 264886 .
19| 40841 064886 176393 . \_L_.,r"
20| 4.3982 1.76393 1.19577
2147124 3 1|
22| 5.0265 4.23607 1.19577
5.35114] 1.76393
| 6.6549 623607 264686
5.969 680423 376393
7 5

\Hﬁﬂf/

23
4
e

S
<
5

Figura A3

1. Ponemos en el primer rengl6n las coordenadas del punto O(3,5). En el se-
gundo renglén ponemos el valor del radio r.

2, Escribimos 0 en la celda A6.

3. Escribimos la formula =A6+(1/20)*2*PI() en la celda A7, ya que ahora que-
remos que ¢ tome 21 valores en el intervalo [0, ln'] para lo cual dividimos
este intervalo en 20 subintervalos iguales.

4. Laférmula para x(f) que escribimos ahora en la celda B6 es
=$BS$1+5B$2*COS(A6), pues en B1 estd la primera coordenada del centro;
en B2, el valor del radio; y en A6, el valor de £. Como no queremos que las
referencias de las celdas B1y B2 cambien, las fijamos usando la tecla F4.

5. EnlaceldaC6escribimoslaférmulaparay(t),quees=$C$1+$B$2*SENO(AG).
Copiamos hacia abajo los valores de las celdas B6 y C6.
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6. Hacemos la grafica como se indicd en el caso de la recta (figura A.3). Ob-
serva que la grafica puede salir como elipse, ya que las hojas de célculo no
suelen poner los ejes con la misma escala, asi que hay que modificar la al-
tura o anchura de la ventana donde esta la grafica para obtener el circulo.
Modifica losvalores del centro y el radio y observa que la grafica se actualiza
automaticamente.

Ecuaciones parameétricas de la parabola

Para encontrar las ecuaciones paramétricas de una pard- [E @O SRY BE <-@r -2 RN (GO >
bola horizontal o vertical, lo que hacemos es despejar la Hat = =] _ '

. A B Cc D E | F G
variable que no estd elevada al cuadrado y usarlaotrava- v & 2 ' ' '
: 2 1
riable como pardmetro. 7
&
2 - 5] 1 x |y
Trazar la pardbola (y —k) = 4p(x —h). Utilizamoslapa- & 5 23 '«
' . T 425 178 425 "
rametrizacion: B 35 156 35 | .
9 275 136 275
1 z w 2 12 ; //
=—|f- 1] -1.25 0.6 -1.25
x{t) 4P(t k} +h 12| 05 95 .05 | ' e
13| 025 877 025 . j',
14 1 825 1
J’{t)= t. 1B 175 8oz 175 | \
16 25 806 25 | .
) 4 17| 325 838 325 2 S
Ejemplo, trazar la parébola(y—z} =4(x-8). R e
- = .
En este caso, el vérticees V(8,2)y p=1. | 55 111 55 ~
21| 625 125 625 | *
2 T 143 T

1. En ¢ primer renglén escribimos las coordenadas LIE B3 178

23
del vértice. % 925 211 925
2. En el segundo, escribimos el valor de p. e

3. En el tercer renglon escribimos los valores minimo
¥y maximo que queremos que tome el parametro t. En este caso, =5, 10.

4. Ahora,enlacolumna tqueremos poner los valores de t desde el minimo hasta el
maximo dividiendo el intervalo en 20 subintervalos iguales. Para ello, en la celda
A6escribimos la formula =B3.

5. Enlacelda A7 escribimos la formula =A6+($C$3-$B$3)/20. Con esto indi-
camos que a la celda que esta en el renglon anterior le estamos sumando un
vigésimo de la diferencia entre las celdas C3 y B3. Observa que C3 y B3 estin
rodeadas de signos de $. Esto indica que las direcciones son absolutasy no se
van a modificar cuando se copie la formula hacia abajo. Esto se logra, al mo-
mento de escribir la férmula en la ventana de edicion, oprimiendo la tecla F4
sobre B3.

6. En lacelda B6 ponemos la ecuacién paramétrica de x, que es
=((A6-$C$1)*)/(4*$B$2)+$BS1. Aqui, B1, C1y B2 son las coordenadas de
V'y el valor de p, por lo que también deben ser direcciones absolutas. El sim-
bolo ? significa elevar al cuadrado.

7. Enla celda C6ponemos la ecuacion paramétrica de y, que es simplemente =C6.

8. Copiamos las celdas B6 y C6 en los renglones de abajo hasta llegar el 26.

9. Trazamos la gréfica de la misma manera como lo hicimos en el caso del seg-
mento (figura A.4).

Fgura A.4
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Ecuaciones paramétricas de la elipse

Es muy facil modificar las ecuaciones paramétricas del circulo para obtener las ecua-

ciones de la elipse.

Las ecuaciones paramétricas de una elipse con ejes paralelos a los ejes cartesia-

nos son:
x(t)=h+ pcost
y(t)=k+qsent,

en la que O(h,k) es el centro de la elipse y p y g los semiejes horizontal y vertical.

Observa que si p > g la elipse es horizontal y si p < g es vertical.

DEER GRY 2R «- @~ B 2|~

cé ~| =| =5C51+5B53"SENO(AB)

) - <[, AU S5 OO 255 | l
0 3 5| _ _

p 4
q 2

E -

t X

0 ki | B
0.3142| 6.80423] 5.61603,

0.6283| 6.23607 6.17557|
0.9425 535114 661803

e

1.2566 4.23607 6.90211|
1.5708 3 7

1885 176393 690211
2.1991) 064886/ 6.61803

—h
L

e
=

2.5133| -0.2361 6.17557

28274 -0.8042) 561803
3.1416 -1 5

3.4558| -0.8042, 4.38197
37699 -0.2361 3.82443

1
|

[ | e |
| =~:m o,

4.0841 0.64886 3.38197|

|.*\'3|:|¢:uI
]
d - o o (”Mn -+ "
i n\

4.3982| 1.76393| 3.09789 : ; :
4.7124] 3 3| 2 0 2 4 6
5.0265| 4.23607| 3.09789

5.3407| 5.35114, 3.38197|
56549 6.23607 382443

5.969 6.80423| 4.38197,
6.2832 7 5

3158 08 S 3 2

Flgura A5

Trazar la elipse con centro en O(3, 5), con semieje mayor 4 y semieje menor 2.
1. Modificamos la construccion del circulo poniendo en B2 el valor p=4y en

B3 el valor g = 2.

2. Modificamos la férmula de la celda €6 poniendo =$C$1+$B$3*SENO(A6).

3. Copiamos esta férmula en toda la columna de y.

4. La gréfica se actualiza automaticamente mostrando la elipse (figura A5).

Moadifica los valores de los radios y el centro para obtener o
particular, pon valores de g mayores que p.

tras elipses, en



Ecuaciones parameétricas de la hipérbola

Para hacer la grafica de la hipérbola cuyas ecuaciones paramétricas son:

x(t)=h+asect
y(t)=k+btant

con tE(—%,%}U(z, . } tomaremos como base la hoja donde construimos la
elipse.

DEER &GRY R ©- @z AR @O 2~
B6 ~| =| =5B51+3BS2/COS(A6)

T I YOO [V, - e [ e | [
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34558 -1.20585 5974759
3.7699 -1.94427| 7.179628|
40841 -3.80521 9.129146
43982 994427 1423305
47124 2 E+16 163E+16,

L™

J*Jm\’ﬁ\’ﬁi\ﬁ\ﬁ\Elﬁ\ﬁ\%‘\ﬁ\ﬁ\z\ﬁlﬁl

3
4

Agura A.6

Trazar la hipérbola con centro en O(3, 5) y los mismos semiejes del ejercicio anterior.

1. Debemos modificar primero la columna de los valores de ¢t Escribimos en la
celda A6 la formula =PI()/2, es decir, /2. Automaticamente se actualizan
todos los otros valores de la columna.

2. En la celda B6 escribimos la formula para x(£), =$B$1+$B$2/COS(A6). Ob-
serva que como las hojas de célculo no tienen la funcién secante, usamos la
identidad sect = .

3. Copiamos esta formula en toda la columna de x.

4. En la celda C6escribimos la formula para y(t), =$C$1+$B$3*TAN(AS6).

5. Copiamos esta formula en toda la columna de y.

Apéndice 441 )
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6.

Observa que la grafica es muy extrafa. Esto se debe a que se estd intentando
evaluar las funciones sec t y tan t en valores de t para los cuales no estin defi-
nidas, a saber, =3, 5y *"21. asi que hay que modificar los datos de origen de la
grafica para evitar estos puntos.

Ponemos el cursor sobre la grafica, oprimimos el boton derecho del raton y ele-
gimos Datos de origen en el men( que aparece. Modificamos los valores de x,
de manera que solo aparezcan =hoja1!$B%7:5B$15, asi vamos a considerar los
valores de ¢ mayores que — Zy menores que 3.

Hacemos lo mismo con los valores de y eligiendo =hoja1!$C$7:$C$15.

La grafica se actualiza y aparece una de las dos ramas de la hipérbola.

Para obtener la otra rama, agregamos otra serie de datos a la grafica, poniende
=hoja1!$B517:5B525 en los valores de x y =hoja2!$C$17:5CS$25 en los valores de
y(figura A.6). Modifica los valores del centro y los radios para obtener diferentes
hipérbolas. Para obtener hipérbolas verticales, hay que utilizar las férmulas:

x(t)=h+atant
y(t)=k+bsect,

en las que estan intercambiados los papeles de las funciones secante y tangente.



D Solucionario
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Y4
8
A3, 8) | = CHT
Ilr"_s /_.,--"'J
L
B(-4,3) 2
-6 -4 -2 2 4 6 X
Figura 1
¥
J‘ c(31)
1 .
-3 -2_11 12 345 x
A2 [ = iy
B(5-2)
Figura 2

Unidad 1. El plano euclidiano

Ejercicios impares

Pdgina 12
Y4 paa Y A Y4
i P(-4,3) -2 2 X
3 i .. .................... 3.
| -2
21 2
il 1 —4
. | 1 2% 3 4324 |x g 61 PO-6
Yy A v :
3t P(0,3) FPED
1 2 i
P (50 1 |
7. 1 2 3 4 5 6 X 9321 1 X 11. 1 X

13./29.15.J117. 17./90. 19.1/13.21. 3.23.4/72. 25. C(0,5) es el punto del eje
Y que equidista de A y de B El tridngulo es isésceles. 27. C (— 1,%) es el punto que
equidista de A y de B. 29, La longjtud del lado AB es /10, |a del lado BC es /80
yladel lado CA es \1’5 (figura 1). 31. La longitud del lado AB es \/ﬁ, la del lado
BC es v"Ey la del lado CA es JE (figura 2). 33. El lado AB es igual al lado BC y su
longitud es V40, 35| punto P(%J) equidistade A, By C. 37, El punto P(i — 2)
equidistade A, By C.

Pdgina 25

1(10):3(3:1)5 (14) 2 (-18) 3(-4-8) AR (2.2) bR (2.)
¢.Cada segmento tiene una longitud de \@ 13. R(—4,0).S —3,2} y T‘(—2,4}.
15.M (l,i-). La longitud del segmento que une Acon M es —El 17. Los vértices del
tridngulo nuevo son A’(O,-“;i), B'(:},-{?) y C'(—*} ,:;3-) y sus lados miden ;. El lado
del triangulo original mide 1. 19. El punto de apoyo debe colocarse a £ centime-

tros del extremo izquierdo.

Ejercicios de repaso impares de la pagina 28
1. Hay dos puntos QI(S,—JL) y Qz(S,zﬂ). 3. El punto buscado es P(3,4).

5.C(-1,2+2V3) yC'(-12-23). 7. Laraztn es 2.9. R(-2, ).

12 140

Autoevaluacion

1.b. 2.a. 3.d. 4. b. 8:.C:
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Heteroevaluacion

i

\/(xz—xl 2"'(}’2_5"1)2

\/ (5— (—8))2 + (—4 - 1)2 <« Cuidado con el signo en las abcisas.

\/(5+B)2 +(—4—1)2

(13)2 +(—5)2 < Recuerda que (-5)* = 5%
V169 +25
V194,

Llamemos Q( X, y) al otro extremo. Observa que ya tenemos el punto medio
del segmento buscado, entonces:

d(P,Q)

g & 4+ x
2
6 = 4+x
6—4 x < Cuidado con el signo.
2 = x
Yy
2
-2 = 6+y
-2-6 = y < Cuidado con el signo.
-8 = y

H otro extremo del segmento es Q(z,—s).

Como R est4 fuera del segmento dirigido PQ |a razon es negativa. De donde:

PR \/(0"'4)2 +(5 "'11)2 Recuerda que debes analizar si R
S esti dentro o fuera del
RQ J( 443 s(1147) T o entro o fuera del segmento
272
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Unidad 2. La linea recta

Ejercicios impares

Pdgina 41
1.m=13.m=15m=87.MmM=51.9.m=3.11.m=.13.m=0.

Frhel e
15.m =—22270 17, Las respuestas pueden variar.

A

(113) 4 /J
3 P a1 S
L . )
; 3 ; . oo 4-2] 2 4 6x
19. -5 -3 -1 1 3 5 X 21. = 23, _4
Y &
6
af | v
2 a Q X
) X -4 -2 i» 2 4 6 8 __l!J__,--‘-L
-21. P =2 _____—"'____ Q
J " p
25. = 27. B -4
29. La pendiente del lado AB es 1, la del lado CA es—"y la del lado BC es — .
Pagina 47

1.y-3=—(x-2).3.y+5=0.5. y+3=-10(x+9). 7. y—4=-2x,
9.y+7=4(x-3). 1. y=5.13. y=2x—8.15. y=7x -2, 17. y = 2x+16. 19.

y=-6x+2.21. y=—10x /7.

Y4 4 -
E Y ’J"_,f’ n . "._e’
-4 -2 1 4 2 e e
-1 L o
2 8643 l 2 4 6 X .
- -2 -~ -2 2 4 X
23. 3 25 27.- 1]
LAY
AY Ly
2 121,
101
A ¥4 8\
-4 2 1 4 x 3 6
/,2’ ! 1 AY
2 N 2 \g
2.~ 31, -4 2 24 X33 2246

35.Q(L,7). 37. y =2 x+1£. 39, 112526°. 41. 0.~ 26.57°. 43. .= 140.19".



Pagina 52

Ly=—6x+14.3. y=—x+2.5. y=—¢x+3. 7.y=—x+9.9 y=3x+30.
My=2x+I 13.y=2x-515y=3x-8.17.y=1x-%,y=-3x-8,
y=—+1x+5.19.y=—1x+3,y=—2x+3, y=-1x+73.21. Cualquier punto
de la recta y = & x + 2 equidista de los punmsA(—7,5)y B(ﬁ,—S).

23. Puntos medios: M(—E,—S}, N(O,4). Ecuacion de la recta: y =4 x +4.

25. a. C(x}= 450 x +5500, b. 5500 pesos. ¢. 450 pesos. 27. a. Puntos medios:
M(—%,—z), N(%,g). Ecuacion de la recta: y = x— 3. b. Puntos medios: P(—%,z),
Q(—%,—g}. Ecuacién de la recta: —2x—£. ¢. R(—l,—%). d. Puntos medios de las

diagonales: S(—z,—g), T(O,—l). Recta que une Scon T:y =—+x—1.

Pdgina 57
1.3x—2y+15=0.3.x+y—9=0.5.x+6y—52=0.7.x—2y—8=0.
9.2x+y-4=0.11.12x- 5y +7=0.13.a2.32 F=0%C, 100 F=377C,
410°F =210C. b. 36.5°C =977 F, 100°C =212°F, -10°C=14°F, ¢, Las
dos escalas coinciden en —40° (figura 3). 15. (2+\E)x—y— 1-3v3=0.17.
V3x—y+3-5=0. 19.x— y—8=0.21.8x—y—3=0.23. x+6y+60=0.
25. 5x+5y+12=0. 27. No es vertical. 29. No es vertical. 31. No es vertical.

Pdagina 60

1. Recta con pendiente m = £ que pasa por P(O,B}. 3.Rectay no pasa porel
origen. 5. Recta que pasa por P(3.—1]I y tiene pendiente m = Z. 7. Recta horizontal
que pasa por P(U,—9). 9, Recta que pasa por P(—4,0) y Q(U, 7}. 11. Recta que no
pasa por el origen. 13.Recta con pendiente s = —4 y que pasa por P(—?,—%). 15.
Recta con pendiente m=—=y que pasa por P(0,4). 17.£ +§ =1(figura 4).

19. -f; +_l¢ =1 (figura 5).21. £ + L =1 (figura 6). 23, £+ 2 =1 (figura 7).

25, 8x—-5y+40=0,27.8x+y+4=0,

Pdgina 64

1. Las rectas se cortan en €l punto P(4,0) (figura 8). 3. Las rectas son paralelas
(figura 9). 5. Es una sola recta (figura 10). 7. Las rectas se cortan en el punto
P(2,1) (figura 11).9. Las rectas se cortan en el punto P(4,2) (figura 12). 11. Las
rectas se cortan en el punto P(—I,IS) (figura 13). 13. Las tres rectas forman un
tridngulo cuyos vértices son A(l;'g,%). B(0,0) y C(%,-ﬁ). 15.y=4x+2.17.La

recta y =—3x + % biseca el segmento determinado porA(—8,4) y B(6,4),

Solucionario 447 D

10} € e
-10 10 20-30 40 50 F
-10
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19. Se cortan en el punto P(S,S}. 21.a=-2,b=2,lasrectasson 2x+3y—11=0
y—x+2y—8=0.23. Ladensidad del plomo es 11.35 y la de |a plata es 10.47.
25. No existe un nimero de dos cifras que cumpla las condiciones dadas.

, .
vy % N
2 4
\ 3z49y=12 6Z+4y=20 v
e 33—2y=—4 2 1 :!—Jy= E,-"’--
4 -2 4 X 6 -4-20] 24 6X T
,H/’/ =2, 2 | 274 X
_—2 -1\ —1
Tz dy=4 I TR
Figura 8 Figura 9 Figura 10
Ay { Ay
10 - )
5 4 - {
6z _3y=2 _
22+6y=3\x_\_\ = o 2 / 1.'0 =B+y—ll
- > dr-y=-17 n"l
S 42 2/ ax /5
5 esdy= 4/4 £ /
/_, —4 fle—y=6 /
10 / % 21 24\Xx
Figura 11 Figura 12 Figura 13
Pdgina 71
g P 1.00=63.43% 3. .=18.43". 5. a.=45° 7. 0= 116.57°. 9. Pendiente AB = pendiente
3 P CD =-1, pendiente AD = pendiente CB=1; cada dngulo mide 90° (figura 14).
e
o e o 11. La pendiente de /, es 7. 13. Los dngulos son 0., =63.43% o, =90° y 0, =26.57°,
L . El tridngulo es rectangulo.
1 2 3 x

Figura 14 Pdgfﬂﬂ 76

Ly=8x+2.3, y=—2x-2.8.y=-57. y=2x+Z.9, y=—x.11. y=—1x+.
13.x=5.15. y=——F-x+--+3. 17. y=x-5.19 P(%,l). No son perpendicu-
s * lares. 21. Son paralelas. 23. P(—l,z). No son perpendiculares. 25. P(f,—%). No
/e \ son perpendiculares. 27. y=$x—2 y y=1x+1 son paralelas. y=—2x+1y

123 456X
Fgura 15 y=—2x+£&son paralelas (figura 15).29,5x 6 y+3=0,5x+2y-1 =0.P(0,§)

;..|._.M+.u.n>q

(figura 16). 31. a. Lasrectasson: y=21x+4, y=1x+1, y=1x -2 b, Las rectas
son paralelas. ¢, Las rectas son y =—2x—2, y=2x—20y se cortan en P(S,—%).
d.Lasrectasson: y =2x—2, y=—x+7 y se cortan en Q(3,4). e. lasrectasson
y=—1x+2, y=3x—2ysecortanen R(S,{).f. P,Qy Restan en larecta x =3.
g. (figura 17).
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! -5 E¥ f

Sz 1/2 3 X 2
e 1 p ol YP
Figura 16 Figura 17

Pdgina 86

1. y<2x+47.y>2x+7.3. y<5.y>55. y<Sx+4. y>8x+4 7, x<2, \1\'“
9, (figura18). 11.a.C (x): 19x+16. b. Debe vender al menos dos pasteles
diarios. ¢. Debe vender al menos 11 pasteles. 13. a. En el primer caso el punto de ‘&

equilibrio se alcanza cuando se venden 3400 articulos; en el segundo, cuando se _
venden aproximadamente 3530 articulos. b. Le conviene adquirir el nuevo equipo. St

15. a. y =—100x+500. b. y =400x —950. ¢. $2.90 cada tamal. Figura 18
i0<
11&6(36): {16x+5500 si 0 < x<25000
16.22x si 25000 < x <40000.

1834 articulos. ) En cualquier caso, la ganancia por unidad es de $2.78.

b. Debe vender al menos.

Pagina 92

1. \)E 3. 5.—2'L 7.5.9, 11., 13. .18.- % = 17.—?— 19. Hay dos

'13

soluciones: y:—\ExHoo y =—/3x—10.21. Ladistanciade Ay Ba Loeslyla

distanciade A y Ba £, es 2. La recta que pasa por Ay B es paralela a las otras dos.

23. Hay cuatro posibilidades: A(—§,4) y B(S,ﬁ): A( )y B(S, . ) A(l 1 4) y
B(5,6) A(11,4) y B(5,2

Pagina 107

1. Distancia de Pa la recta: 7 f 5 Py el origen estan en lados opuestos de la recta.

3. Distancia de Pa la recta: 5 P se encuentra del mismo lado que el origen.

5. Distancia de Pa la recta: :1%; el origen y Pse encuentran en lados opuestos de la
recta. 7. Distanciade Pala recta- 2; P se encuentra del mismo lado que el origen.

9, Distancia de Pa la recta: —; 10 ~— el origen y P se encuentran en lados opuestos de
la recta. 11. Las rectas son paralelas. 13, X ==3, 15, — g x+ 2 y+2=0,

17.§x+lgy+195_ *5)’ E—0y14x+iy+21_0.5ecortanen( 21’%)
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Figura 19

Pégina 112

1.x(t)=-2+4t, y(t)=4-10t.3. x(t)=—5+10t,y(t)=-3+6t . 5. x(t)=—1+9t,
y(£)=-10+11£7. x(t) =71, y(t)=6-6t.9. x(t) =43¢, y(t) =—1-7¢.11. Unas
ecuaciones paramétricas de la recta son x(t) =t, y(t) =%t+3yotrasson

x(r): 1t-2, y(r)=r. 13. Unas ecuaciones paramétricas de la recta son x(t)= t,
y(r)= 9t—9 y otras son x(t) =st+l, y(t):t. 15. Unas ecuaciones paramétricas

de la recta son x(r)=1:y(r)=55t+7 y otras son x(r)=§t—%y(t}=t
17. 2x+3y+2=0.19.8x+13y—-9=0.21. x +26 y —4 =0.

Pdgina 116

Ejercicios de repaso impares de la pagina 119

T.y=—1x+% 3. y=x-25.y=—3x+4.7. y=4.9. Hay dos soluciones:
C(—l,2+2\f€) o C(—I,Z —2\6). 11. y=2x+, 13, Los puntos medios son (9,4),
(lz,—l)y la ecuacién de la recta es y = {2 x— 2. 15. Vértices: A(—l,—4}

B(-5,3) C(2,21), Longitud AB:\/65; Longitud BC: & y/13;Longitud AC: 24/130.
17. Punto de interseccion: Q(S,—3}; Ecuacién de la recta: y =— 3 x+ 4.,

19. Longitud AB: 3, longitud BC: 5, longitud AC: 4.3<9,5<7,4<8.21. y>2x+3
y<2x+10, y<—3x+% (figura 19). 23. 3-. 25. Distancia de A al lado BC: 7>,

distancia de B al lado AC: —% distancia de C al lado AB: % 27,12 29, P(—3,2)

"]

estaen larecta y=x+5 pero lasuma de las distancias de P(—3,2} alos lados del
triangulo es mayor que la distanciade C (—2,3) ala recta AB. Para que la suma de
las distancias de Pa los lados del triangulo sea igual a la distancia de Ca la recta
AB, el punto P debe estar en la recta BCy ademasentre Cy B. 31. £+% =1.

33. Hay dos soluciones 4x +3y—96 =0y x+5y—10=0. 35. El pago por 25 m*
seria de 32.98 pesos. 37. Hay dos soluciones x—1=0y 4x+3y+5=0.

Autoevaluacion
1.a. 2c. 3.b. 4d 5a 6c 7.b. 8.a 9c 10.d.



Solucionario 451 )

Heteroevaluacion

1. laecuacién de la recta que pasa por los puntos P(:cI ,yl) y Q(x2 ,yz)es:

Y=0 =y2_y1 (x_x1)'

X, =X

Sustituimos las coordenadas de los puntos:

y-8 = ﬁ_—slj(x—(—l)) ¢« Cuidadoconelsigno—(-1)=1.
. -13
y—-8 = _3+1(x+1)
y-8 = __—B(x+l)
y-8 = ?(x+l)
y = —l-zi(x+l)+8 « Cuidado conelsigno.
_ B>
y = 2:c+2.

Otra manera de resolverlo es:

)’—(—5) = %(__5;)(::—(—3)) ¢« Cuidado conelsigno.

8+5

y+5 = TH(JC+3)
13
y+5 = E(x+3)
¥ o= %(x+3)—5 ¢« Cuidado conelsigno.
B2
i Tk g

2. Primero escribimos la ecuacion de la recta en la forma general:
Ax+By+C=0.
y = =3x+12
3x+y-12 = 0. <« Cuidado con el signo.

Para encontrar la distancia de P(-72)  a 3x+ y—12=0 , sustituimos en la
formula:
|Ax, +By, +C|

VA + B ,

d(P, {)=
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es decir,
[3(~7)+1(2)-12
B Pf] =
( ) \fs'ﬁ+12
_ |r1+2-12)
T
|
J10
31

= —. « Recuerdaque|—311=—(—31]=31-

Para encontrar la interseccion entre las rectas, resolvemos el sistema:
S5x=6y—7=0
10x—12y+5=0.
Multiplicamos la primera ecuacién por -2 y las sumamos:
-10x+12y+14=0
10x—12y+5=0,
de donde:
19=0.
Recuerda que si al resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas,

obtenemos una igualdad que no es cierta, entonces las rectas son paralelas. Por
tanto, las rectas dadas son paralelas.

Elegimos un punto cualquiera sobre la primera recta, por ejemplo, si hacemos
x =0, obtenemos:

3y=15 = 0
3y = 15 « Cuidadoconelsigno.
y = ? ¢« El3 pasadividiendo.
y = 5.

Entonces, P(O,S) estd en la primera recta. Calculamos la distancia del punto
P(0.5)aa recta 6x—18y+2=0.

Sustituimos en la formula:

|Ax, + By, +C|

d(P,EFW,
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es decir,

d(pe) = |

= — — Recuerdaque‘—88|=—(—88)=88.

Primero encontramos la pendiente de la recta. Para esto despejamos y:

8x+10y-15 = 0
10y = -8x+15 <« Cuidadoconlos signos.
+1
y = _B:ICO 2 <« H10pasadividiendo.
-8x 15 atb a b
= —+— ¢« Recuerdaque——=—+—.
y 10 10 4 c Foalll v
_ 4,3
7 5 2
4
La pendiente es el coeficiente de x en este caso e

5
Entonces la pendiente de la recta perpendicular es 7%

5
Encontramos la ecuacién de la recta que pasa por P(S,—S}y tiene pendiente I

3
b
]
3
—
-
|
Ry
o

®
|
w

— — —
®
|
L

— S’ o

« Cuidado conel signo —(—5)=5.

-
|
|
wn
—
Il

3
4
5
+5 = —
4 4
5
y = Ex—?; —5 ¢ Cuidadoconelsigno.
5 15
= —x—-—-5
4 4 4
_5.®
Yy = ¥
’ 5. 35
La ecuacién de la recta buscadaes y = Zx— Ve
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6. Esimportante recordar que las rectas deben estar orientadas. La segunda ya lo esta.
Como el coeficiente de y en la ecuacién 6x—8 y+3 =0 es negativo, entonces
multiplicamos la ecuacion por (—l) 1—6x+8y—-3=0.

Ahora normalizamos ambas rectas:

—6x+8y-3
(—15)2+Ei2

|
[=]

L i P (-6)"=36.

J6+64

—6x+8y-3

V100

—6x+8y-3
10

= 0 « Recuerdaque+/100>0,

10x+24y-7

V10* +24°

10x+24y—7

—— 0

100 +576

10x+24y—7

Jere

¢« Recuerdaque /676> 0.

|
=

10x+24y—7
26

—6x+8y—3 0y 0x+24y-7 _

0.
10 26

Las rectas orientadas y normalizadas son

Utilizamos las férmulas para encontrar las bisectrices:

(A-A")x+(B-B)y+(Cc-C’) = 0
Eltérmino independiente de
(—%—%}x+(%—§)y+(—;‘a—(—§}) - la segunda ecuaciénes — .
—%¥—&y—% =0
64x+8y—-2 = 0
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(A+A’)x+(B+B’)y+(C+C’) = 0

(iR 3r+(-3-%) = 0
—extgy-g =0
—l4x+112y-37 = 0.

Unidad 3. Las cénicas

Ejercicios impares
Pdgina 142

1.x*+y* =3.3.-y +8x+32=0.5.4x* —5y*+5=0.7. A(-9,8), B(~1,10),
c(0.5).9. A(~5,-2), B(3,0) C(4,-5). 11. A(L1), B(9,3), C(10,2).

13,7 =-3x"+%. 15,y =3x"+4.12. Y =x"-4. 19,y =2x"-%.
21.x"=%.23. y"=—3x"—Z.25. El lugar geométrico son las rectas y=—3x+8y

y=-3x+22,

Autoevaluacion
1.a. 2.c 3.d. 4.a. 5.b.

Heteroevaluacion

1. Sustituimos las coordenadas de O en las formulas de traslacion:

x'=x-h
y'=y-k
entonces:
xX = x —(—-i;): x+3 <« Cuidadoconelsigno.

s

¥y o= e,

Ahora sustituimos los valores de las coordenadas del punto A:

P2
2 2

5 31
==,
4 9

Entonces A(—% ,—-",i).
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2. Sustituimos x y yconforme a las férmulas:

x = x'+h

= )”‘l'k,

es decir,

En la ecuacién de |a recta:
7(x'—8)+2(y’—1)—20=0
7x +2y'-78=0,

La ecuacion es 7x"+2y'—78=0.

Unidad 4. El circulo

Ejercicios impares

Pdgina 152

1L.x'+y" =64.3.x°+y" =49.5.x"+ y' =2 7.x"+ y* = 2. 9. r=+7.
Mr=1L13.r=13.15. 7 =V15.17.r=2.19. X + y* =5. 2137 +y =1,

23. x” + y* =25. 25. No existe ninglin circulo que cumpla con las condiciones
dadas. 27. La recta que contiene la cuerda es y=;x+4 y la longitud de la cuerda

es24/10.

Pdgina 161

Lx'+y' —2x—4y—-11=0.3.x"+y" +6x—4y=0.5.x"+ y" +10x+ 4y +4 =0.
7.x°+y" +8x—6y=0.9.x"+y  +8x+6y+20=0.11.x* +y* +6x+4 y +8 =0.
13. Circulo inscrito: (.1c+5)2 + y* =4. Circulo circunscrito: (x+ 5]'2 +y* =8

15. Circulo con centro en (—2, l) y radio \E . 17. Circulo con centro en (1,0) y
radio 4 19. Circulo con centro en el origen y radio 4. 21.Circulo con centro en
(--;-,-;-) y radio 1.23. Circulo con centro en (—1,2)y radio -33— 25, Circulo con cen-
tro en (—g—,—g} y radio /15 - 27. La ecuacion de la cuerda es y =3x+11 y su longj-
tud es 2\/6. 29, (x + 3}2 + (y—5}2 =25. 31. Las ecuaciones de las bisectrices son
8x—14y-9=0,27x+99y-305=0y 7x—y—29=0, y el incentro es I(%%?- ,19%)
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Pagina 174

1. La recta y el circulo no se cortan. 3. La recta y el circulo no se cortan. 5. La
recta y el circulo se cortan en los puntos (—4 —13) y (E,—;) 7.5im=5, laterna
pitagbrica es (10 24,26). Sim=2, la terna pitagorica es (3,4 2).5im=1laterna
pltagérlcaes(“ # "'*) 9. 5x—2y+6=0. 11.2x+y+3=0. 13, a. C(S,ﬁ).

5 Y25% 25

b. ( = ) (y 6) =2.15. Los lados de los cuadrados miden 12 cmy 10 cm.
Interpretacion geométrica: Hay que encontrar la interseccion de una recta con un
dirculo. En este caso hay dos puntos de interseccion, pero por las condiciones del
problema sélo consideramos (12,10}.

Pdgina 180

1. Las rectas tangentes al circulo desde A(—l0,0) sony=0yy=2x+.3.Los
dirculos no se cortan. 5. Los circulos se cortan en el punto (1,5). 7. Los circulos no

se cortan. 9. Los circulos no se cortan. 11. 20x+10y+5=0.
Pdagina 193

1.(x+6) +(y—4) =100.3. (x—4) +(y-5) =25.5. x>+ y* =16.
7.(x—%}2+(y 2) =% -9. Puntos medios de los lados: P(O O}Q(l “"'}
R(—%,{?—). Pies de las alturas: E(J; ,%). F(—l,-"—). I(0,0). Puntos medios de los

segmentos que unen el ortocentro con cada uno de los vértices: K (—5 ;)
L(2’2 '3)!"M(0 ; )

Pdgina 196

1. x( ]—2+6cost y( ]——5+63ent;te[ﬂ,zﬂ].?..x[t):lﬁcost,

(t] —2+sent; te[O 211] S.x( ) \Ecost,y(t]:—§+\('£sent:te[0,21'r].
Tx(r) —4++/5cost, ()—2+V{§SBH1:fE[U,21T].9.x(t)=—TL+ 6 cost,
y t]=2+u"_sent te[ﬂ,zﬂ] 11. x( )=5cost.y(t)=1—;+55ent: 1‘5[0,211].

(

13. (x-2) +(y-5) =1.15. (x—2) +y* =64.17. (x-3) +(y+4) =2

Y
5
Pdgina 199 a
3 |
1. y<ix+l y<—31x+10, (x—3)2+(y—3}2<§ (figura 20). 2
1
2 2
3.(x—4) +|y+6) =2 El punto P|4,—2} estd dentro del circulo. 5. Las >
( ) (y ) a =P ( 4) 1 2 3 4 5 5\(

Figura 20
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=~

P4
Figura 21

Y

-5

Figura 22

= e -
L R . e 2

N

Figura 25

desigualdades que describen la regién son y>—3x+11y (x i 3)2 +(y_z)2 <5
(figura 21). 7. (x +4) +(y+1) <16,(x+6) +(y+2)" >4 (fgura22).

9. y<2x+5,y>x+8, y<—1x +l§-,(x—4)2+(y—2)2 <20 (figura 23).

Pagina 201

1. Es el circulo con centro en Q(7,—l) yradio 8.3.Es larecta4x—4y—2=0.5.El
tercer vértice esta en el circulo con centro en (11,2) y radio 8. 7. Es el circulo con
centro en C (—'},—6) y radio 2.

Ejercicios de repaso impares de la pagina 204

1. La ecuacién del circuncirculo es (x +2)2 +(y— (%,SH))2 =3.3. y=—3x+13.
5.a. A(%,—%} y B(—3,5). b. y=-2x-1.¢. y=1x+2. d. Las rectas son perpen-
diculares. e. Las rectas se cortan en el punto (—J:—,%). que es el punto medio del
segmento AB, la mediatriz. 7. Es el circulo con centro en (—%,{;) y radio \@ :

9. (x—9)"+(y+3)"=65.11. La recta y el circulo se cortan en los puntos P(—l,z)
yQ(=10,-5).13. (x+3) +(y=3) <16, y<—1x+3, y<lx+Lyy>Lly+S
(figura 24). 15, y=3x—12. 17. (x —4)2 +(;u—2)2 =25, 19. La regi6n esta formada
por los puntos que estan dentro del circulo con centro en (3,3) y radio 7, fuera del
dirculo con centro en (5,4)y radio 6, fuera del circulo con centro en (—3,6) y radio 5,

debajo de la recta con pendiente 1y que pasa por el punto (0,10) (figura 25).

Autoevaluacion

1.b. 2.c. 3.d. 4.a. 5.b. 6.d. 7.c 8.a.

Heteroevaluacion

1. La ecuacién con centro en el punto C(h,k) y radio res (x—h)*+(y—k)’ =r".
Sustituyendo tenemos:

rZ
(\/E)z &« Cuidado

(x—h)y +(y—k)
(x=(=7)) +(y-1)

~(=7) = 7

(&)

(x+7V +(y-1)
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La ecuacién del circulo es (x +7)* +(y—-1)* =2.
Llevamos la ecuacion a la forma estandar:
(x=hY +(y—k)' =r",

es decir,

x*+y'—12x+10y+58 = 0
¥-12x+y*+10y+58 = 0
Cui 2
(xg—12x+36)+(y2+10y+25)+58 = 36+25 lidacie, ticoGs Surrir 95+ 5d.ellado
derecho para no alterar la ecuacién.
2 & &
(x —6) +(y+5) = -58+61 <« Cuidadoconelsigno.
(x-6) +(y+5) = 3.

H circulo tiene centro en el punto (6,—5) y radio NEY

Primero encontramaos la distancia entre los puntos para determinar el radio.
Recordamos que la distancia entre P (xl Y ) yQ (xz, yz} se define como:

d(P,Q)=J(x2—x1 }2 +(72 4 )2 .

Sustituimos en la ecuacién:

d(P’Q) = \/(%_%)2"'(_%_(_%))2 -— Cuidadoconelsigno:—(—%}=§.

= (_2)2 < Cuidado con el signo: (—2)2 =2%=4,
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Adsi, el radio del circulo es 2; entonces buscamos el circulo con centro en:
2
(—2} =2"=4, yradior=2.
Debemos sustituir en la formula:
2 2
(x=h) +(y-k) =1,

donde C(h,k) es el centro del circulo:

(x=2)"+(y=(-2))

(x=3) +(y+3)

2 2
La ecuacién del circulo buscado es (x —1;} +(y+§} =4,

4 ¢« Cuidadoconelsigno: —(—§}=§.

4,

Escribimos la ecuacién del circulo en la forma estandar:

(x —h)z +(y—k}2 =7
es decir,

0
0

16 +16 ¢« Cuidado, debes sumar
16 + 1 del lado derecho
para no alterar la ecuacion.

X +y* +8x+8y+7

2 +8x+y +8y+7
(x2 +8x +16)+(y2 +By+16}+?

(:c+4)2+(;v+4)2
(x+4) +(y+4)

La ecuacién estandar del circulo es (x + 4)2 + ( y+ 4)2 =25.

—7+32 <4 Cuidado con el signo.

23,

Para encontrar las intersecciones de la recta y el circulo debemos resolver si-
multaneamente ambas ecuaciones:

(x+4) +(y+4) =25
3 29

=gy
’v 4 4

Aprovechamos queen la ecuacién de |a recta ya esta despejada la y, sustituimos
su valor en la ecuacién del circulo y despejamos x:
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(:c+4)2 +(—3—x —%+4)2 = 25

(x+4) +(2x-2) = 25
816+ -2t 0 o 35
16 8 16

25 , 25 425

x"+—x+——-25 = 0 <« Cuidadoconelsigno.
16 8 16
2 2 2 1
—5:c2+—5:c+—5 = 0 <« Simpliﬁcamsmultilplicandopor—6.
16 8 16 25
¥+2x+1 = 0
2
(x+l} =0
de donde:
x+1 = 0
x = =1. « Cuidado conelsigno.

Puesto que solamente hay un valor, la recta y el circulo se cortan en un pun-
to. Para encontrar la segunda coordenada, sustituimos el valor obtenido en la
ecuacion de la recta:

La recta y el circulo se cortan en el punto de coordenadas (—1,—8},

Sustituimos los valores del centro C (3,—3) y radio 4 en la ecuacion estandar:
(:zc—h)2 +(y—1fc)2 =r,
es decir,
(x = 3)2 +(;v+3)2 =16.
Ahora debemos escribir las ecuaciones de los dos circulos en la forma general:
x’+y*+Dx+Ey+F=0.

Para el primer circulo tenemos:
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(x +5)2+(y— 8)2 =

X +10x+25+y’ 16 y+64 =
x*+10x+y" —16y+89 =
x*+10x+y" -16y+89-9 =
X +10x+y" -16y+80 =

« Cuidado conelsigno.

o o v v

Para el segundo:

(x=3) +(y+3)" = 16

X —6x+9+y +6y+9 = 16

x'—6x+y’+6y+18 = 16
x'—6x+y’+6y+18-16 = 0 <« Cuidadoconelsigno.

x*=6x+y’+6y+2 = 0.

Para encontrar la ecuacion del eje radical, consideramos las dos ecuaciones:

x’+y’+10x-16 y+80=0

x*+y’—6x+6y+2=0
y las restamos:

(10— (—6))x+ (—16—6)y+(80—2)
16x-22y+78
8x—11y+39

0 <« Cuidadoconelsigno.

0
0. « Simplificamosdividiendo entre 2.

La ecuacién general del eje radical es 8x—11y+39=0.

6. Encontramos las coordenadas de los puntos de tangencia, para obtener las
ecuaciones de las rectas tangentes.
El centro del circulo es C(-2, 3) y su radio es 5. Calculamos la distancia de Qa C:

d(Q.C)= QC= J-z- ? P (3-3)
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Llamemos P, y P, a los puntos de tangencia de las rectas buscadas. Por el teo-

rema de Pitagoras tenemos:
QP+ CP’= QC’
QRZ +25= 625
9
para i=1,2

Asi las coordenadas de P, y P, deben ser soluciones de la ecuacion:

(x-3)+(y-3f+25 = &
(x-2Y+(y-3) = =-25 « cuidadocon elsigno.
(=2 +0r-3) =

escribimos la ecuacion en la forma general:

2

(x=2) +(y-3)

6L
9

2

XXk

+ ¥y —6y+9
x'—Bxr yl—6y+ 42 =

2 38 2 442 40 _
et b Ut S e

: < Cuidado con el signo.

_C) [ ] wl% u:.|§ \a|§

X'+ y'-Bx—6y+ 4 =

Ademas, por estar P, y P, en el circulo, sus coordenadas también deben satis-
facer la ecuacién:

(x+2)"+(y-3)"= 25,

que también escribimos en la forma general:

(x+2)+(y-3) = 25

X'+ 4x+ 4+ Yy —6y+9 = 25

x*+dx+ y'—6y+13 = 25
x’+4x+ y'—6y+13-25 = 0 & Cuidado con elsigno

x*+ y'+4x-6y—-12 = 0.
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Por tanto, debemos resolver el sistema:

14

38
x4 yl-—x-6y+—=0
d 3 4 3

x'+ '+ 4x— 6y—12= 0.

Restamos la segunda de la primera:

(- B 4)x+(%+ 12) =
- Fx+ T =
50x—50 =

50x =

50

< Cuidado con el signos.

< Simplificamos multiplicando po -3.

< Cuidado con el signos.

< E 50 pasadividiendo.

Sustituimos en la segunda ecuacion del sistema:

x4+ y2+ dx—-6y—12
(1) + y7+ 4(1)-6y-12

y—6y—7

0 < Cuidado con las operaciones.

Resolvemos la ecuacién usando la férmula para la solucién de la ecuacion de

segundo grado:

~(-6)% y(-6) - 4(1)-7)

2(1)
6+ +/36+ 28

= ————— «— Cuidado con los signos

2

6+ /64

=1
b |
oo b
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de donde:
6+ 8
=—=17
yl 2
y
6—8
=——=-1.
Y, 2

Por lo que tenemos que B (1,7) y B,(1,— 1} son los puntos en que las tangentes
buscadas tocan al circulo.

La primera de las rectas tangentes es la que pasa por Q(%,S} yB [1,7] Su ecua-
cién es:

y=- z(x— 1}+ 7.

La segunda recta tangente es la que pasa por A3 yBL-1- g decir:

y+1= (_11_;)(::— 1)

y+1= _—(x— 1)

y= i(x—l}— i,

Las ecuaciones de las rectas son:
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Unidad 5. La parabola
Ejercicios impares
Pagina 216
1
1.F(2,0) (figura 26). Directriz: x = 2. 3.F(0,—i (figura 27). Directriz: y-;
1
5. F(~1,0) (figura 28). Directriz: =~ 7. F(0,~3) (figura 29). Directriz y-g
7
9.F( )(Fgura 30). Dlrectrlz}’——z 1.y —4(%},{ (figura 31).13. y* = (4)

(figura 32). 15. y* =—4(5)x (figura 33). 17. x* 4(2)y (figura 34).

19. x* =4(1)y (figura 35). 21. (figura 36).23. y*

Y
2 YV A
. . | T
/ { T~ 2
, TR TR 7 X H
2y/ /N
F o [27 0\ Pl x
42l 24x / -. 6 A =LY
-2 \\ I." \-I - o
-4 |I II| d-""--a-’)
S I -6 " -4
Figura 26 Figura 27 Figura 28
LY Y4 H\_\ YAy
2 £ 3
1 g 2
F
A o : % 4 2 J| 2%
s F - =3 2 4 X -
-2 _l ’g / ___2
-
-3 —2 L
/ -4 \ -3 -4
Figura 29 Figura 30 Figura 31
¢ Y& YA Vi
4t / \1 ¢ < 3l
2 / 5| e
i 1 4 X 6 -4 — 0 ; == = —
-6 A 6-4-2.1 2 41X =/ T
4 \ _“ 2
/s st ‘
Figura 32 Figura 33 Figura 34

=—4(§)x (figura 37).

25. y? =10x (figura 38). 27.2x* +2y" —3x—4 y=0 (figura 39).
¥ Yy y



Figura 35
Y4
o ;
o,
- 0
e
-20 -15 S o
e
R A
Figura 37
Pégina 228

1.(x+3) =12(y+5) (figura 40). 3.(y—4)" =4x (figura 41),

5. (y+2)2 =

9.(x+4) =

2
-12 - -8 -6 -4 -2 2 X
Fes 2
4
“'\-\____.____,_t/
V &
Figura 40
Y4 ¢
Via)
2 4\ 6 X
=2
-4
-6
)
-8 n
Figura 43

—lﬂ(x— -:—) (figura 42). 7. (x - 3)2 =—§(y—§} (figura 43).
‘3()"'"1) (figura 44). 11. (x +1)2 = g(y+1) (figura 45).

R

Figura 41
-5 Y4
Ty, AE
F s
-10
-15
\
Figura 44
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N2

-1 123X

Figura 39

i -9
|
[ 3%]
|
_bad
B
=
Y

Figura 42

| e
\ 4 H
\
V2

o
- 1X
=]
Figura 45




@ 468 Geometria Analftica

13. Hay dos soluciones: (y— 5)2 = ‘—}(x+%f~) (figura 46)y (y_ 5)2 =—%}(x _,_%)
(figura 47). 15. V(6,4), F(8,4), directriz x =4 (figura 48). 17. V(2,-1), F(-3,-1)
directriz x =7 (figura 49). 19. V/(3,30), F(3,30— %), directriz y=30+L (figura
50). 21, V(1,-5), F(7,-5), directriz x =—5 (figura 51). 23, (x+1) +(y+1) =25
(figura 52). 25. P(~1,-8) y Q(3,16) (figura 53).27. p(-1,3) Q(5.31)

(figura 54). 29, P(l,4) y Q(lS,lO) (figura 55). 31. No hay interseccién entre la
rectay la parabola (figura 56). 33. P(—S,{}) (figura 57).

Y e _ Y4 YA g - N 2
s '\\ 51
./F ™, 5 " F \I
(B3 Fa)s | o F —10-5|) 5[10x
L \ _54/
~ >
\ ; ; ¥ . . ity 24681012 X% 2
-5 S0 X 20 1510 -5 - ~ e
Figura 46 Figura 47 Figura 48 Figura 49
30][];:; f “Y
25 ||I 10 Q
21| .
15 | | 45 || Fgl0 20 X
10 ‘ | 10
5 | =, 5 X
BVEE ; -30
Figura 50 Figura 51 Figura 53
Y L
20 \
10 2/ 4X
P -
=5 5 10X -5 5 10 15X
Figura 54 Figura 55 Figura 57
Pdgina 235
Y
20
10
X
t t f ! t : > o
1.-80 -60 -4 -2 | 20 4 6 s X =256y

3. El puntal mide 11.111 m (figura 58). 5. El puntal mide 25 m (figura 59).
7. El puntal estd a £+4/5000 = +70.711 m del centro (figura 60). 9. El didmetro del
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nuevo faro es 2 J4_8 =~ 13.9 cm (figura 61). 11. La profundidad de la antena
esde 25 cm (figura 62). 13. La altura maxima que alcanza el proyectil es

16 metros vy la alcanza 2 segundos después de ser lanzado (figura 63). 15.La altura
méxima que alcanza el proyectil es9 km ycaera a 6 km dd cafién (figura 64).
17.(x—250)" =—625(y~100) (figura 65).

Ay \ 50 /

\ P > 4 j /l/
: .‘.HT""---___ _d—_-_(__l_..---"" ,x . : e _:X:

00 =50 50 100 —150 —100 —50 50 100 150
Figura 58 Figura 59
AN 100 ¥ J,r"'
\ ¥ /
Ly 7 \ Y
N\ 50 / \\ 4 ; o 0.25
\ P / \\ 3 p ¥
\\ - X
~_| X o | o : >
-100 50 50 0 % - -4 -2 | 2 4 6 X 05 0.5
Figura 60 Figura 61 Figura 62
YA
1 5 ll.' "'|
i ] Y3
[ gl /0
101 | /o ¥
|| I| 6 \ 100 e
| | [ s H'“‘H._ﬂ
41/
51 [ 50 -
[ 2/ \ e S
l / \ P \\\J X
1 . 1y — g : " : e
2 4X 2 4 6 X 125 250 375 500
Figura 63 Figura 64 Figura 65
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1. El 4rea méxima se obtiene cuando el rectangulo es un cuadrado de lado a=2,
3.Los numeros son 2 y 4. 5. El cuadrado de [a hipotenusa es minimo cuando el
tridngulo rectangulo es isdsceles y los catetos miden 25. 7. Los nimeros son 10 y 5.

Pdgina 246

1.(x=2) +y* <4, 8 +(y+4) <25,x* <~4(1) y (figura 66). 3. La regién

que determinan las desigualdades es la que se encuentra dentro de la pa-

ribola (x—1)’ =§( y—4), arriba de la recta y=—2x+3y dentro del circulo

(x=1) +(y-1) =36 (figura67).5. (y-3)" > 4(2)(x +2), (y-5) <—4(2)(x-2)
(figura 68). 7. x* + y* <4, y>5x+2,x* < 4(%)()'—2) (figura 69). Las tres curvas
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se cortan en el punto (0,2). No hay puntos que satisfagan las tres desigualdades.
9. (y—6)2 < 4(%)(x+16)* (:c+3)2 < 4(5—)()} +4). (x +4)2 > 4(%)()'— 7)

(figura 70). 11. (y—5)" > —4(4)(x +3), (y-5) >4(4)(x +1),

(y-5)" <4(1)(x+6) (figura 71).

Ya
2_;:" =
?4 ;’5 i )\w x
[ /af \ |
II." g \l". _."l
s _/
~10 |
Figura 66 Figura 67
Fm
S >
e - £ -8-6-4—2 -
% EX -20 T I0—X lw
2 -5
Figura 69 Figura 70 Figura 71
Pdgina 257
B 4 4 1. .4,
1.y=24x- 5 (figura 72). 3.y = ?x =% (figura 73). 8. y = Fx + 5 (figura 74).
1¢ 7.y=- %x +1 (figura 75).9, y = -%x -% (figura 76). 11, Extremos lado recto:
Q,(-4, 7) y Q,(-4, -1). Las ecuaciones de las rectas tangentes a |a parébola en los
extremos de su lado recto son y =x + 11y y= —x - 5. El producto de las pendien-
tes de las rectas tangentes es —1 las rectas son perpendiculares (figura 77).
13. La recta tangente a la parabola en el punto Q(*L%) es y=—1x+25, Ladirec-
5X triz es y = -1; su punto de interseccién con la recta tangente es P(30, —1). La recta
Rgura 72 que contiene el lado recto es y = % su punto de interseccién con la recta tangente
es P'(=20,9), d(P, F)= d(P', F) = 26 (figura 78).
\ Y
\,\ % ¥4 Q____.--‘ H"-—-___q_ 4‘ o
\ 21 f'”ﬂ-r = Q
\\ 2 — | - .,_2__
5 10 X T
N Q _ Q’\x -15 _10 5 X
2 S o
4 -3 24X -4 =
] -6 e -4

Figura 73 Figura 74 Figura 75
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I
=
Figura 76 Figura 78
Pdgina 260
1.x(t)=£-126+25, y(t)=t (figura79).3. x(t)=—1F -3t-2, y(t)=t
(figura 80). 5.x(t)=r,y(r}=—1—f]r2—-§—r_% (figura 81).7. (x +5)2 =4(§)(y+-5-23)
(figura 82), 9, (,-..-+5)2 =-=_t(1E (x+§;—) (figura 83).11. (y—4)2 =—4(2)(x—2)
(figura 84).
L s AY v
108 642 | 2 X
-
—t
T N
/ -8l N\
TN
Figura 81
Y4
10f °
5 \
- .
! 5010 x
P - /
5X -10 /
-15 /
Figura 82 Figura 83 Figura 84 Figura 85

Pdgina 262

1. y* =—4(7)(x— 10} (figura 85).

Ejercicios de repaso impares de la pagina 266

1. (y— 3}2 =4(1)(x— l) (figura 86). 3. V(S,—Z), F(S,—l). directriz: y=-3 (figura
87). 5. x° =—24(y— 7) (figura 88). 7. Ecuacién de la recta tangente: y = 1 x +1.
Ecuacién de la recta perpendicular a la tangente que pasa por P; y =—2x+3.
A(-1,0), B(2,0), d(A,F)=3,d(B,F)=3 (figura89).9.Recta tangente en



@ 472 Geometria Analftica

Y 4

—
S - -

f.-'
 ¥P=a,
1 X
Figura 92
Iy
1
10 p
5
5 10 15 X
-3
Figura 95

P(l ,0): y=-x+1. Rectatangenteen Q (—7,0): y=x+7. El producto de las pen-
dientes de las rectas tangentes es -1 |as rectas son perpendiculares (figura 90).

11. P(6.8), Q(6,~8) (figura 91). 13.a.  +(y—1) = 1 (figura 92).

b. (x—;?-f +(y—1;;—)2 = (%)2 (figura 93), 15, Ecuacion de la tangente en P(2,2):
y=7x+1.Ecuacién de la recta perpendicular a la tangente: y =—2x +6 (figura 94).

17. y-2=3[3(x—6) (figura 95). 19. (x+5) =—4(2)(y-£) (figura %6).
21. 75.963 (figura 97).

¥4

i
“. 2 /! -\‘\
\"\ 6 / _’1___3—0— ___)_ﬂ_
\4 / e 6 al T
\21 l'.l .r/ " \\\
¥ F {_.r"' & - \

-4-2,[N2%47% 8 x 2 x
vy 7 -10 i 5 10
Figura 87 Figura 88

Figura 93 Figura 94
1004Y
Y4
10 80
5 60 T
X 40 4 \
=20 =10 =] 10 \
20 1/, 75.963° \
- \ X
50 100
Figura 96 Figura 97
Autoevaluacion
1.b. 2,a 3.c. 4.b, 5.a. 6.d. 1.
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Heteroevaluacion

1. Escribimos la ecuacién de la parabola en la forma estandar (completando un

cuadrado):
5y —12x-50y+101 = 0
59°—50y = 12x-101 ¢ Cuidado conlossignos.
5(y*-10y+25) = 12x-101+5(25) ¢ Sumar delladoderecho5(25).
5(y-5) = 12x+24
5(y-5) = 12(x+2)
(y—S)z = 15—2(x+2) ¢« El5pasadividiendo.

2
(r=5) = 4(3)(x+2).
La parabola es horizontal y abre hacia la derecha. El vértice V(—2,5) y el para-
metro p=2.
La directriz tiene ecuacion:

Por tanto, la directriz tiene ecuacién x = — 2.
2. Puesto que la pardbola es vertical, debe ser de la forma:
(x—h)z = i4p(y—k),
donde (h,k} son las coordenadas del vértice, es decir,
(x —(—7})2 = 14 p( y- 3) ¢« Cuidado conlos signos.
(x+7) = #4p(y-3) « Recuerdaque—(-7)=7.

Puesto que la pardbola pasa por el punto (—1,6)* sustituyendo en la ecuacién
tenemos:
(-1+7) +4p(6-3) « Cuidadoconlos signos.
6 = 4(3)p.

Como 6%y el pardmetro p son positivos, entonces solamente tiene sentido el
signo positivo en el segundo miembro, es decir,
36 = 12p ¢« H12pasadividiendo.
3 = p.
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de donde;
(:c+7;’}2 =4(3)(y-3).
La ecuacion de la parabola es:
(x+7) =12(y-3).

Puesto que la parabola abre a la izquierda, se trata de una parabola horizontal
con ecuacion:

(y—k}2=—4p(x—h},

donde (k ,k) son las coordenadas del vértice y p es el parametro. Por otra parte,
puesto que el ancho focal es igual a 5, entonces:

4p = 5 « E4pasadividiendo.

Como la pardbola abre a la izquierda, el vértice se encuentra a la derecha del

foco, a una distancia % del mismo, es decir, las coordenadas del vértice son:
19 5
—+=,-1 |=(6,~1}.
(2+21)-(6-)

De donde la ecuacion buscada es (,V+1)2 =—5(x —6),

Para encontrar el punto de tangencia, debemos encontrar el foco de la parabola
con ecuacién y* = 24x + 7y - <=0, para lo cual la llevamos a la forma estandar:

y-Ux+7y-2 = 0

4

49
49 g _ 9 Sumamos — de ambos lados
¥ +7y+ T Ux— = — «— 4

para no alterar la igualdad.

2

7 47 49
y+E = 24x+z+z « Cuidado conlos signos.
2
7
y+3| = 2xe
7 2
+— = 4(6)lx+1},
y+2] = a(e)(en)

Esta parabola es horizontal, abre hacia la derecha, tiene vértice en V(-l,—%) y
parametro p = 6. Entonces el foco se encuentra seis unidades a la derecha del
vértice, es decir:



Esta pardbola es horizontal, abre hacia la derecha, tiene vértice en V(-1, —%) y
parametro p = 6. Entonces. el foco se encuentra seis unidades a la derecha del

vértice, es decir:
F(—l +6,—z)= F(S,—z].
2 2

Debemos calcular la ecuacién de la recta tangente a la parabola

7
x> —4x+2y+ 2= 0en el punto de coordenadas Q(S'_E}

Escribimos la ecuacion de la parabola en la forma estandar:

X' —dx+2y+2

X _dx+4+2y+2 . Sumanos 4 de ambos lados

para no alterar la igualdad.

—
B
|
o]
e
[
Il

4-2y—2 < Cuidado con los signos.

—
P
|
b
el
[
I

—2y+2

4[%]@—1].

Se trata de una parabola vertical que abre hacia abajo, tiene vértice en V (2 ,l)

—
P
|
b
%
Il

1
y parametro p= =

Recordamos que la ecuacién de la recta tangente a la parabola vertical con
vértice en V(h,k)en el punto Q(xl 52 )es:

_Z(yl—k) -
}’—)’I—xlT(-" -"I)-

Sustituyendo Q( ST / Jy v (2 ,1) tenemos:

2

—[—Z} = @[x—S) < Recuerdaque—[—z]:z.

2 52 2) 2
7 -9 . .
y+§ - ?(x—S] « Cuidado con las operaciones.
7 T

y = —3[x—5)—5 «— H Epasa restando.
23 2 :
¥y= —3x+7 « Cuidado con los signos.

; 23
La ecuacion de la recta tangente es y=—3x+ T

Solucionario 475 J)
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Unidad 6. La elipse

Ejercicios impares

Pdgina 277

gura '!DU).?.'(‘:‘J]?"'%:l (figura 101)

Y

/ﬂ?

v F'

T ‘Q
=0.5 ;

Figura 108

Figura 101
VY
2 #X
Figura 105

7

(M,

HIF

—
S

Figura 109

Figura 106

1.7x% +16 y* — 448 =0 (figura 98).3.80x> +75 y* —48 =0 (figura 99).5. & + 2 =1 (fi-

- . 2 b
.9. Hay dos soluciones. Horizontal: 5 +% =1

4

4

(figura 102). Vertical: {:’EH’; =1 (figura 103). 11. Hay dos soluciones. Horizontal:
§—+ {—: =1 (figura 104). Vertical: §§+£= 1 (figura 105). 13. Hay dos soluciones.
Horizontal: £ +2- =1 (figura 106). Vertical: £ + 2 = 1 (figura 107). 15. Vértices:
V(5,0), V'(=5,0) .Focos: F(+/21,0) = F(4.58,0).F"(—/21,0)~ F'(~4.58,0)
(figura 108). 17. Vértices: V(4,0), V*(~4,0). Focos: F(2+/3,0)= F(3.46,0),
F/(-243,0)=F'(-346,0) (figura 109). 19. Vértices: V(0,9), V'(0,-9). Focos:
F(0.4v2) = F(0.,5.66), F'(0,~4v/2) = F'(0,-5.66) (figura 110).

Figura 103

Figura 107

Figura 110



21, Vértices: V(8,0), V'(8,0).Focos: F(3v7,0)= F(7.94,0),
F/(-=317,0) = F(-7.94,0) (figura 111). 23, £+ £ =1 (figura 112). 25, £+ L. =1

(figura 113).

v
gl iy
R T I T e
—2 4
Figura 111

Pdgina 285

1.e=2=0.87 (figura 114). 3. e=22 =094 (figura 115). 5. &+ L =1, £+ L =1,
2

1%*.%:1' %+£=1,-&+%=1(ﬁgura 116). 7.%_'_)’

/T
Y

—

Figura 116

Pdgina 294

=1
441
16 16

(figura 117).

Solucionario 477 P)

Figura 112

i\P\i
j X

Figura 113

Y4
ik
-3 2 -l
=1
=2

24d
_\X‘;
y

Figura 115

YJ
ff
N &L

b
\

Figura 117

.07+ 00 1 F(5,3+5 )~ F(5.524) ' (5.3-5 )= F/(5.076); v(5,6),

v/(5,0):C(5.3) (gura 119).3. 5L+ L = F-24 35 6) ~ F(3.92.6),
F'(-z-J% ,6)=== F'(~7.92,6); V/(4,6), V’(-8,6); C(~2.6) (figura 119).
5. L0 4 U0 _ 1 F(6,1+4 )= F(6,1.71), (6.1~ + )= F'(6,029) V(6,2),

v’(6,0); C(6,1) (figura 120).
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g v . Byt
72 (T y
4 , \ — e —
By  eC .8 B 4
2 ' / R 1
-
7 AV 6 X Q -5 4 -2 3 ax | 2 4
Figura 116 Figura 119 Figura 120
Vv Y4 .
B 10 7. 580 4 02 =1, F(-8,3+4V3 )~ F(-8.9.93), F/(-8.3-4/3)~ F/(~8,-393);
s | s V(-8,11), V/(-8,-5); C(~8,3) (figura 121).9. 5L 1 =
ot TR F(12+47 )~ F(1.465), (127 )~ F/(1.-065); V(1.6), V(1.-2): C(1.2)
_IOF; / x (figura 122). 11. No es una elipse es solo el punto (—%,—f).L’.. @A’?E:l
v -5

(figura 123). 15. (ifi +(".;f‘2 =1 (figura 124). 17.%“%;:1 (figura 125).
R e g4 Lot (fgura 126) 21,58 L 08 L) (fgura 127). 23, £+ 2 1
(figura 128).25. P(0,4) y Q({],—;)(ﬁgudra 129).27. P(-6+2V2 ,3)=P(—3.17,3).
Q(-6+2v2.5)~Q(-3.17.5) R(-6-212,5)~R(-883.5),
5(4—26,3)33(—3,33,3) (figura 130). 29. (x—4) +(y+3) =4 (figura 131).
31. (x +4)2 =—4(§)(y—8) (figura 132). 33. Las ecuaciones de las directrices son

x=22yx=—2 (figura 133).

Ya 5
8
P
8 ? v v
4
2 R
2 4 6 8 10 12 -6 -4 -2 1 X
Figura 123 Figura 124
A
Yai ____—ILI-—"P—___
4 [ "
| A 1: [ ] rlrF Vv %
2 L T
2
2 4 68 1012 X ,
) -4 =2 2 4 X

Figura 126 Figura 127 Figura 128 Figura 129
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YA
A Y4
x 10 10
6 L
8 5
44 6
[ 4 5| -10_ 5 5 Ao x
21 | |
[\
> P —
~10° B L —4 =2 X 846 -4-2 |X -10
Figura 130 Figura 131 Figura 132 Figura 133
Pdgina 300
g 40
—
1. a. El radio menor es aproximadamente 1.51 UA. b. El radio menor es aproxima- // 20
| C

damente 0.38 UA. c. El radio menor es aproximadamente 38.19 UA. 3. La distancia

Y
60 |40\ 20" 20/ 40
media del cometa Halley al Sol es aproximadamente 17.94 UA. 5. La 6rbita de \ 20 /

Neptuno es la elipse con ecuacién: (xsaz} +L =1, La 6rbita de Plutén es la elipse EE
{m ss] (M] Figura 134
n ecuacién: { ) + u:w =1 (figura 134). 7. El eje mayor mide 2J_ 8 =5.66 m.
¥
9, —X 4+ _—1 (figura 135). ,,_ff———m" B
(33325)"  (17s29)" P i -~
n'/ \\
Pdgina 303 30 -20 -0 o 20 0%
~ -0 //
1.21x° —12xy +16y” —78x—92y+1=0 (figura 136). H‘“'--——_ﬁ———-"’j
3.33x" +8xy +48y" —1568=0 (figura 137).5. 8x* +9 y* +96x+54 y+297=0 Figura 135
(figura 138). 7. 21x* —8xy + 21 y* +202x —848 y +8156 =0 (figura 139).
25t Y
Y Vi <‘ 9
Y __,s___ e F'
G -2 X -
3 4 g 5
5 | F' F =2
> . . 10
{ 6 —4 -2 2 e 6 X g
K / \ y 2
-6 »
-5-2l2 x
Figura 136 Figura 137 Figura 138 Figura 139

Pdgina 308

15025, (x-2) 4+ y2 <9 (figura 140).3. 82 < i (x-+3) +(y-3)' >16,

y<—§x+% (figura 141). 5. {::E+h_?z>1 ()"+5)2 < B(x+6),

(r)z

(y—ﬁ) —8(x+3){fgura142)7.(x 5) <1, (x—5)2+(y+3)2>1

(J’+2)2 > 6(_1; —4) (Figura 143).

Figura 140
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\\ Y {
N 8
/Y
II'Ir 4
N
8 64— | 2 &
=2
Figura 141
Pagina 315

-15
Figura 142

4 -

2

2 8 X
=2
-4
-6
-8

Figura 143

1. y=10(figura 144). 3. y=—2x+3 (figura 145). S.y=—v,§x— \f!§+3 (figura

146). 7. Ecuacion de la recta tangente en el punto P: y=—:%x+325—+2;

7

ecuacion de la recta tangente en el vértice V(14,2)c x =14 punto de interseccidn

de las rectas tangentes: Q (14,2 + :?;), pendiente de la recta que pasa

por el vértice V’(—2,2) yel punto P:m, =§Es.r7: pendiente de a recta que pasa

por el punto Qy el centro C: m, =;”;\E . Las dos ultimas rectas son paralelas

(figura 147).9. 12x —5y+121—6082 =0, 12x —5 y+121+60+/2 =0 (figura 148).
1. 2x +v2y—-18+2V2 =0, y+4=0 (figura 149).

D X
Figura 144

Figura 147

Pdgina 320

YA

2

-2

!
!

!

1.x" +4y* +6x — 40y +105=0 (figura 150).
3. 144x* +784y* —144x +1176 y—6579=0 (figura 151). 5. 64x” + y* —64 =0

(figura 152). 7. 49x° +441y2—14x+882y+406=0 (figura 153).

% Y
~\,
X
4 8 X 1
-2
-4
Figura 145 Figura 146
J Yai /
! b 4
15 f \\\
/ 2 6 \8 X
; 10 s
/ h\
Al - X
=20/ -15\-0 - x \
{ -5 -
¥
Figura 148 Figura 149



Figura 151

Figura 152

9.9x" +14400y° - ﬁﬁx —223=0 (figura 154). En la figura las escalas en

los ejes no son iguales. 11. Unas ecuaciones paramétricas de la elipse son

(—3+ 3cosr,l+sent) (figura 155). 13. Unas ecuaciones paramétricas de la elipse
son (2cost,4sen r} (figura 156). 15. Unas ecuaciones paramétricas de la elipse son
(—4+ 3cost,—2+2 senr) (figura 157). 17. Unas ecuaciones paramétricas de la elip-
se son (—§+cosr,§+\({g sent) (figura 158). 19. Unas ecuaciones paramétricas de
la elipse son (B+6cost,\/ﬁ sent) (figura 159).21. V’(O,—4}, V[O,al) (figura 160).
23. C(l,—z) (figura 161).25. e=Tf—ﬂ =hi,E (figura 162).27. F'(—S ,—10).F(—5,6)
(figura 163).29. (—1+2c0st,2+3sent) (figura 164).

Solucionario 481 )

-1

Figura 153

| 8=

|
1
=
|
|
!
I}

Figura 154

\;h\
™y

-2
. 1 ‘
-6 -4 23 B -4
Figura 155 Figura 156 Figura 157
Ay Ya
4 2
2
V-.
5 10 15 X 2 &
-2
-4 4
Figura 158 Figura 159 Figura 160
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3%
Y g %
T[N x — \
-1 2 4| X
3 \
=2 . |
c J
-3 -4
—4 \_/ -6 1 X
Figura 161 Figura 162 Figura 163 Figura 164
Y s
Pdgina 323
8 5 i . ! : 1 )
: 1. El lugar geométrico esta contenido en la elipse vertical «§i+(’_ 5 I =1(figura 165)-
(4 : (2] |y
IQ / 3. H lugar geométrico estd contenido en la elipse horizontal “2-+ £ =1 (figura 166).
—— .
-4 2 2 X . . . ..
Figura 165 Ejercicios de repaso impares de la pagina 326

_i““‘; Y 1. Puntos de tangencia: Q(L‘} 3). Q’(—l% 3). Rectas tangentes y=—-—2-x +-,
7
A B

y=25%++% (figura 167). 3. Rectas tangentes: y =5 x+ 5, y=Fx—F (figura

(408 -6 4 -2: x 168).5. 4 +y* =1,Centro: C(0,0).Como 151, la elipse es horizontal. e =7 =0.67
// (figura 1 2-9). 7.P, (0,3), 2 (0,—3), F(4,0) y F'(—4,0) (figura 170). 9. Ecuacién de la

recta tangente en ‘V(z,(l']c y =0. Ecuacién de la recta tangente en P(4,—4): x=4,

Q(*LO). Ecuacion de la recta que pasa por P(4,—4) y V’(z,—s): y=2x-12.

Ecuacion de la recta que pasa por Q(4,0)y 5 (2 ,—4): y=2x—8. Estas dos ultimas

\I > 2 2
2 Ax 4];14.’5 =1(figura 173), '{;+"5 =1 (figura 174) F(O,?)). F(O,— 3). Hay una infinidad

&= de elipses con los mismos focos. 13. La altura del centro del puente debe medir

S
s
QA
- o~ _ _
{//L \\ ~~ rectas tienen pendiente 2, son paralelas (figura 171). 11. ;‘;2 + % =1(figura 172),
A 0
K_z

Figura 167
més de 3.15 m. 15, y=—v2x+7v2 —4—\6, y=v2x 742 -4,
:  y=2x-72-4+6, y=—2x+72 -4+ 6 (figura 175). 17. F’(6,-10),
...--i:'—"';_- — —
i . ___M:‘ B (6,2). Ecuacién recta tangente en P: %\I'It_ix+ y-15V6 —46 =0, Distancia de Fa

s |Il \.|'_
2 4+ & s 10 x larectatangente: %?F% Distancia de F’ a la recta tangente:%(ﬁgura 176).
Figura 168 99, 200 4 y2 o1, (x=5) +(y-1) >La2+(y+1) >1,(x-4)" >4(y+1)
..fTL\\ (figura 177),

Figura 169
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62y ety
25 _
s "aY VTN
[ 2 ‘ / 2 \
I| | = I |I 1
-4l =2 -2 4x 2 2 4x
\ e / \ 2e
,_ s \"‘_ _/
Figura 170 Figura 171 Figura 172 Figura 173
61Y \{:n /
e e %,
AN ¥ l\‘ 3 '
« F b, 2 F i /
/ 2 \ /N 2 — /

f | -2 > AN
I —> 5 10 %, X - )

+ 2 2 4x 4 - .
4 -2 / - | T == >
\ 17 / v /) 2 M L s X

il el -6 L \g|/
Figura 174 Figura 175 Figura 176 Figura 177

Autoevaluacion
1.c 2. b. 3.b. 4.C. 5.d. 6.b. 7.a. 8.d.

Heteroevaluacion

1. Escribimos la ecuacion en la forma simétrica:

9x* +16y° +90x—64y—287 = 0
9x* +90x+16y" —64y = 287 < El 287 pasa sumando.
9(x*+10x)+16(y* —4y) = 287
9(x? +10x+25)+16(y* —4y+4)

287+9(25)+16(4) «  Sumamos deambos

lados para noalterar

la igualdad.
9(x+5) +16(y—2)" = 576
(x+5] (y—z]z oy
9 = +16 = =1 « El 576 pasa dividiendo.
(x+5) (=2 _
56 s
9 16
2 2
(x—I—S) +(y—2] -1
64 36

La elipse es horizontal, tiene centro en C(—S,Z). a* =64y b* = 36,entonces:
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¢ =a’-b'=64-36=28

Puesto que en una elipse horizontal con centro en C (h,k). los focos son:

F'(h—c,k) y F(h+c,k),

sustituyendo tenemos:

F'(—s—Jsz,z):F’(—s—zﬁ,z) y F(—5+J2_3,2)=F(—5 +2J§,2).

2. Escribimos la ecuacién en la forma simétrica:

169" +144 y* —1352x + 864 y —20336
169x° —1352x +144y° + 864 y

169(x* —8x)+144(y* +6)
169(x” —8x+16)+144( y* +6y+9)

IltE;EP[x—ri)!+l44(,1.‘+3)2

169(35_4)_ +144 (r+3)

24336 24336

-

(x=4)  (r+3)
24336 | 24336

169 144
2 2
(x—4) " (y+3)
144 169

20336

20336
20336+169(16)+144(9)

24336

El 20336
pasa sumando.

Sumamos

de ambos lados
para no alterar
la igualdad.

El 24336

pasa dividiendo.

La elipse es vertical, tiene centro en C (4.—3). a’ =169y b" = 144, entonces:

C=a’-b=169-144 =25,

C
Asi, ¢ =5. Puesto gque la excentricidad se define como €= —, sustituyendo te-
/]

nemaos que:

e=—=038.
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3. Como ambos focos tienen abscisa —3, se trata de una elipse vertical, por lo que
su ecuacion debe ser de la forma:

(eh) (k) _ o

z + = =1.

Puesto que el semieje mayor mide \[ﬁ. tenemos que 4= V’E - Encontrando el
punto medio del segmento que une los focos, hallamos las coordenadas (h,k)
del centro:

(h,k)=(_32_3,_32+1J=(—3,—1).

Observamos que la recta y =—6 es horizontal y se encuentra debajo del centro
de la elipse, es decir, se trata de la directriz con ecuacion:

Sustituyendo los valores de a y k, tenemos:

}’—{—l) = ——— <« Cuidadocon el signo.
¢

_% « Recuerda que—(—l]: L.

‘=
+
11

10
¥y = ———1 <« El1 pasarestando,
c
de donde,
10
sl = -6
c
10
—— = —6+1 <« El1 pasasumando.
c
10
s - _5
c
10 ;g
- =g < Multiplicamos por ¢y
dividimos entre —5,
2 =6

Asi,c=2ya= \f% entonces:

b=a’-c"=10-4=6,
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por tanto b= \E Sustituyendo C(—S,—l) y los valores de a y b en la ecuacién
(6.32), obtenemos la ecuacion simétrica de la elipse buscada:

2 z
(x+3) +(y+l) i
6 10

4. Como los vértices tienen igual ordenada, se trata de una elipse horizontal.
Calculamos el didametro mayor, es decir;

2a = d(V',v)
Vi = L . 1+(—7—(—?))2 <— Cuidado con los signos.
2 2

g = \/(§+%J +(—?+7)‘z «— Recuerda que —[l—§J=% y —[—7’)=7.
2a = \l%
2a = 6,
de donde,

a=3
Puesto que:

g |

e=—=—
a 3

sustituyendo el valor de a, obtenemos:

wln o

o
Il

< El 3 pasa multiplicando.

Wlw Wl W

[
Il
—

.

Entonces:
2 2
b =a’-c’=(3) -(1) =8.
Ahora encontramos las coordenadas del centro C (h,k). que es el punto medio

entre los vértices V’[—%,—? J VL%,—? ]:



5 7

b 222 (3)

L

2
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Por dltimo, sustituimos los valores C[ 3 —TJ ,a’ =9y b” =8en la ecuacién co-

respondiente a una elipse horizontal:

(s~ (4

9 8

l. < Recuerda que—(—7]= 7.

5. Escribimos la ecuacion en la forma simétrica:

9x“+18y* —72x+12y+92
9x*—72x+18y’ +12y

9(x2—8x)+18[y2 —l—%y}

2
y 2 1
I x*—8x+16)+18| y'+=y+| =
(x*—8x+16) [y 2 (3”

0
—92

—92

—92+9[16}+]8(%]

54

—

El 92 pasa

restando.

Sumamos de
ambos lados
para no alterar

la ecuacion,

Dividimos entre

9 de ambos lados.

El 6 pasa
dividiendo.
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Se trata de una elipse harizontal. Para encontrar la ecuacién de la recta tangen-
te, recordamos que para una elipse con ecuacion:

e
a b’

la ecuacién de la recta tangente en el punto P(Jc1 , yI) es:

(x=h)(x=h) (n-K)y-k)_

a b

v 2
Entonces sustituimos las coordenadas del punto P(ﬁ,—} las coordenadas
3

1
[4,— 5) del centro y los valores a® =6 y b” =3y obtenemos:

o) (513)5)

=3 < Multiplicamos por 3,

1 . «
y = 3—x+4—3 ¢« Cuidado con los signos.
¥ =u—gt—;

20
La ecuacién de la recta buscada es y =—x +?.

Unidad 7. La hipérbola

Ejercicios impares
Pdgina 339
1.V(7.0), v'(~7,0); F(V/85.0) = F(9:22,0), F"( V85 0) = F"(9.22,0)

(figura 178).3. V/(0,12), v*(0,-12); F(0.v265 )= F(0,16.28),
F(0,-265 )~ F/(0,-16.28) (figura 179).



v
54

F\y v/ F
=15 =10/ -5
541
=10

5. V(V6.0)= v(245,0), v/(~6.0) =v"(~245,0): F(10,0)= F(3.16,0),
F(~V10.,0)~ F/(-3.16,0) (igura 130). 7. V(0.4), V(0,-4); F(0.6), F/(0,6)
(figura 181).9. V(90), V'(-9.0); F(Sx’ﬁ ,o)ﬁp(9.49,0),

F(-310,0) = F'(9.49,0) (figura 162). 1. V/(0.3), V*(0.3)s

F(0,~13)= F'(0.-3.61) (figura 183). 18. ¥ ~ £ =1 (figura 184).15. £~ 2 =1

Figura 178 Figura 179

(figura 185).17. %— %:l (figura 186), 19. (x —f)2 +y'=2y (x +f)2 +y' =2

(figura 187).21. x* + y* =25 (figura 188). 23, La ecuacién del circulo que pasa por
los cuatro focos es x” +y” =24’ La ecuacién del circulo que pasa por los cuatro

vérticeses x”+y” =a’.

Solucionario 489 J)

Figura 183 Figura 184

Yai
5+ /
20X

_5 {
Figura 182

Figura 185
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Y
F
4
2
-10 e oy 5 X
—4
—6% F'
Figura 186
Pdgina 347

1.y=2x y=—2x (figura 189).3.%-

=

Y _ = —1 (figura 190).

3

o

Figura 187

Y
\ p /
=20 -10 10 20 i

-5

-10
Figura 189

2
5. ﬁ———l(f‘gura 191).7. )"

3 ]ﬁ

Y
36 64

196).17. Las asintotas son las mismas: y=x, ¥y =—

vV S
5 X 2-14 12X
4
Figura 191 Figura 192

-
e

Figura 188

T

Figura 190

x—:] (figura 192). 9.{—,1_—5..1=1 (figura 193).
m M4
Vi7

xZ -
1. -~ -=1(figura 194). 13. ¢ e 1.03 (figura 195). 15. e= /2 (figura

+X (figura 197).

AY
15
\DF

Figura 193

Figura 196

=
Wi

10 2

'+ A
L
2

Figura 194
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Figura 197

Pdgina 361

1.C(-3.7)v(-3,12), v*(-3,2} F 3,7+ a1)= F(-3,13.4)

F/(~3,7-a1 )= F/(~3,06) (figura 198). 3. C(=9,1); V/(0,1), v"(-18,1);
F(-9+3v10,1)= F(-05,1), F/(~9-3110,1) = F/(~185.1) (fgura 199).
.00l _y; P(242042,-2) = F(303,-2), F'(2-20V2,-2) = F'(~26.3,-2);
V(22,-2), v’(-18,-2): y =x—4., y =—x (figura 200).

Y4 h

X 20 J i

. — Y

V™ 10 T 5 30 | 0 20f 30
Ce 5 1 =30 —A0 - g N
v k

[
-76 =¥ X -30 =30 -10
—10 / .

/,f\

//m/ V&I
Figura 198 Figura 199 Figura 200

p R ) S F(—1+JE,—3)#F(2 61,-3) F’( ~1-13, —3)a F(461,-3),

(2,-3), V'(~4,-3) y=2x—2, y=—2x—1 (figura 201).9, &L L= )

F(~6,-1+ V53 )~ F(-6.6.3) F/(-6,-1-/53 ) ~ F'(~6.-8.3),

V(-6.1), V’(~6.-3) y=2x+%, y=—2x—12 (figura 202).

1. 5L EF 1 p(5.443V2) = F(5.82). F'(5.4-3V2) = F'(5,-02)

V(5.7). V(5.1} y=% -1 y=—-x+9 (figura 203).13. 5L _ L

F(5+2V5,-4)= F(9.5,-4), F/(5-2V5,-4) = F*(05,~4); v (7,4),

V’(3,-4) y=2x—14, y=—2x+6 (figura 204). 1. {’:—ZF—@ﬂ

F(-2+6.5)=F(04,5) F'(~2-V6,5)= F/(<44,5): V(0,5), v/(~4.5)

y=Lf—x+ 2 +5,y=—%x— 2 +5 (figura 205). 1?.@—@:1; V(S,S);

v/(8,-3): F(g,HJg_g )#F(S,SJ’)‘ F'(s,l—Jz_z)ss F(8-37)y=—4x-2+1,

=
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y=—-4x+2+1 (figura 206). 19.52 0 o (fgura207).21. - &L =
(figura 208).23. L — & -1 (figura 209), .28, LTy (figura 210).

27. @—@:1 (figura 211), 29, (x+5) =4(5)(y—l) (figura 212),

o F F Y
-15 —l(l-—c - 5 ;
IT" =10 =10
Figura 202 Figura 203

Figura 205 Figura 207 Figura 208

Ya YA
L YV 15
< Vv 5 A \/
s e \ 0 /
—_— 5 (¢ Fe
e Vv 5
X e =" 0 - - ¥
0 —— ; X _2-1510 -5 5 X
-15 -10 -5 5 10 X -5
__-—'—'—'_'_'_'_._“_\_'_'_———\_._
] =10

Figura 209 Figura 210

Figura 211 Figura 212

31, 5L & g (figura 213).33. &L - 0 = (figura 214). 35. Ecuacio-
nes de las asintotas: 3x —2y—11=0y 3x+2 y—7 =0. La distancia del foco
p’(3,_1_\fﬁ a cada una de las asintotas es 2, que es el valor de b (figura
215).37. El lado recto mide . Ecuaciones de las asintotas: y =@x +@+5.

y=—32x-3.45 Ecuaciones de las directrices: x =L, x=—2 (figura 216).
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m.rmx'—Z 244 6X

;) \ iy AN
N W N AN\ ANY

Figura 213 Figura 214 Figura 215 Figura 216

\/ L N b /
>

Pagina 367

1. x* =104 (y +13) (figura 217). 3. La diferencia de tiempos en las sefiales Loran
que debe buscar para seguir esa trayectoria es 0.0005 segundos. 5. Los dos lugares
posibles donde pudo caer el rayo son (6,8) y (6,—8) (figura 218). 7. Ecuacion de la
hipérbola: ’Tz—ﬁ =1.Ecuacion de la parabola: x* =32(y+4) (figura 219).

Yre };“ \ ,f ‘ asY )
10 6 Ill II| "'-..,__H-_h __’,--"’
at | T
, 2lall B, .
20 10 10 by _al 2 4||6 82X -4 -2 2 4X
-—-"-________'-—\-._ -4 _.—2———__
e { I\‘ LT S
52 10 ___’/,2-( -6 | ~

Figura 217 Figura 218 Figura 219

Pdgina 373

1. 8xy+15y” +32x +120y+224=0 (figura 220).

3. 12xy—35y" +12x—82 y—83=0(figura 221).

5.3x — y*—42x+6 y+126 =0 (figura 222). 7. 2xy +8x +10 y +49 =0 (figura 223).
9. —60x” —40xy +36y” +300x —156 y —631 =0 (figura 224).

11. 5x" +18xy+5y” +28x+28 y—196 =0 (figura 225). 13.Los nimerosson 4y 1,
o bien =4 y —+. Interpretacién geométrica: Los numeros buscados son los puntos
de interseccién de las dos hipérbolas que aparecen en la figura 226. 15. Los nu-
meros buscados son 3 y 1,0 bien =3 y —1. Interpretacion geométrica: los numeros

buscados son los puntos de interseccién de la hipérbola y el circulo que aparecen
en la figura 227,

Y4+ F X

A - A
-4 =2 2 4 4 X
\ L2 F X
—— + f t -
C$-4 B F'|*C
-——__%_%_j_x\ -20 -10 ) 10 20
-6 S -
%l -8

Figura 220 Figura 221
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i ” 1 07
5 P
sitm\o/F -15 -10 }s 5§ X 9
L] L] L] !
F L] C L]
> —_—//. C o
5 1 X = =20 -0 F 0 X
[ ]
-5 Fli_10 7{
/
~1¢/} [ t-15 / =20
Figura 222 Figura 223 Figura 224
AY
AY 81
¥ 8 ,// 6 1l
4 1
0
\ r | N
- e e
i — 3 —10—3—6-!&%__}/4 6810
-15-10">5 *|C X
B\m\\ » ‘\ 8
Fe \ -6
-10 i \, _s'
-15 -10
Figura 225 Figura 226 Figura 227

Pdgina 376

1. Constante de proporcionalidad: k =150. Ecuacién: y =2, 3. Constante de pro-
porcionalidad: k= 24. Ecuacién: y = 2. 5. Constante de proporcionalidad: k=8.
Ecuacién: y =%, 7. La altura mide 10. El drea de los triangulos es 20 unidades cua-
dradas. 9. El aire estd a una presion de 3 atmésferas dentro del cilindro.

Pdgina 381

1. (x—3)2 +(y+1)2 <9, (x —3)2—().-+1)2 <1 (figura 228). 3.ﬂ§+§<l,zli_{“__>1,
y<—2x+2 (figura 229). ’

N

n 4 &

-2 /

P

A

4

Figura 228 Figura 229

5. y>3x+21, 5L -5, (x+5) +(y-6) <9 (figura 230).

7. (=5 +(y 3] 281, (x5 +(y+3) <160, GL >, (2T >
(figura 231),
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DNopsth </,

Figura 230 Figura 231
Pdgina 385

\Y

1. y =6 (figura 232). 3. y=23x—Z (figura 233). 5. y =x+1 (figura 234). .

7.y=2x+1 (figura 235). 9. Ecuaciones de las rectas tangentes: y =2x—19, !

y=—3x+13. Punto de interseccién de las dos rectas tangentes: R(%,—3).Como L

el eje focal esta sobre la recta y+3=0, entonces el punto Rse encuentra en el eje /\ \ x
VT

Figura 232

focal (figura 236).

vh Ya

e 5 \l \\YJ \\ P
» 2 PNRNYL

Y

10

P 1L
/\ 5 X //s - %L TF
" . \
/rﬁ 20 300 X T g 3 % -

7 \ﬁ P - \0\ 151 / Q\

Figura 233 Figura 234 Figura 235 Figura 236
Pdgina 389

Y

204

1.9x" — y* —90x —4y+230=0 (figura 237).
3.225x* —900y* —720x +600 y +701 =0 (figura 238),
5.4x" -y’ +72x—8 y+304 =0 (figura 239).

104 AY
/ vA \ / 5
: / x \\\ 3 £ -
T | ‘ -15 310(—5_5 x
=t A -0 -5 w -10
0 / \‘. -3 s
Figura 237 Figura 238 Figura 239

7. Unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola: (—3 +3sect, 1+ 7lant) (figura 240).
9. Unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola: (—5 + \I{‘E sect,\E umr)

(figura 247). 11. Unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola:

(Jﬁ sect,—7 +5tan t) (figura 242). 13. Unas ecuaciones paramétricas de la hipérbo-

la: (3 +—3—S&Ct,—2+%tant) (figura 243).
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29
15.e= T =1.08 (figura 244). 17. Ecuaciones de las asintotas:
ﬁx—ﬁy+§ﬁ—3ﬁ=0, ﬁx+ﬁy—§ﬁ—3ﬁ=0 (figura 245), 19. Unas

ecuaciones paramétricas de la hipérbola: (6+10 tant,—4+24sec t) (figura 246).

LY
-10 20 15 0 s 5 x g0/ 5 | x
-15 / A
10

5+

Figura 240 Figura 241 Figura 242
AY
,, \ N/ W
F
N AR \
x 5 Fe—
Era '\§ X £ o
-5 10 ] 7 -10| 10X
5 ¥ \
% 2L —;j’ \ 20|
vl W N4 A\
Figura 243 Figura 244 Figura 245 Figura 246
Pdgina 395
i
1. El lugar geométrico buscado esta contenido en la elipse {xﬁﬁ } +,‘:i =1 (figura 247).
i EX]
oy . po_— _w
3. El lugar geométrico buscado esta contenido en la hlperbola[’ﬁTfi]_é =1 (figura 248),
LY
Yai q i
2 £ 4
c 2
2 4 6 8 x _ : : .
- 0 T e, &
2
Figura 228 Figura 229

Ejercicios de repaso impares de la pagina 398

Py £ i 52 _ _
1. Son dos hipérbolas %-— % =ly g— % =1. Sus asintotas son las rectas y =2x
y y==2x (figura 249). 3. Las asintotas de ambas hipérbolas son y= \Ex y
y=—\/§x (figura 250). 5.a)e=VE (figura 251). b) e=\E (figura 252).



c)e=\f2- (figura 253).d)e=~.5 (figura 254).€) e=+2. f) e=+2 (figura 255).

7.Area= % (figura 256). 9.Como el producto de las pendientes de las asinto-

tas es igual a —1, entonces son perpendiculares (figura 257), 11, Son dos rectas

y=4x—4%yy=—4x+% (figura258).13. x* + y’ = = (figura 259). 15.

F(O,;‘E), F'(O,— %) (figura 260). 17. La diferencia de las lecturas debe ser de
Ll

200 = 0.00033 segundos.

I\

Figura 251

Figura 257

/ .r’lr}r_I 0

Figura 258

v
//.

Figura 259

19. Ecuaciones de las rectas tangentes a |a hipérbola horizontal que pasan por los

vértices: x =

—10y x = 2. Ecuaciones de las rectas tangentes a la hipérbola vertical

que pasan por los vértices: y =—2 y y = 14. Puntos de interseccion de las tangentes:
2 2

(—10,—2 ), (2,—2), (2 ,14), (—10,14). Ecuacion del circulo: (x+ 4) +(y —6) =100,

Como la distancia del centro C (—4,6) del circulo a cualquiera de los focos es 10,

que es el radio del circulo, entonces los focos estan en el circulo (figura 261).

Solucionario 497 )

Figura 260

Figura 261
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21. El lugar geométrico es el circulo con ecuacién (.x - Eﬁi)z +y'= (i;i}z (figura 262),

Autoevaluacion

1.d. 2.b. 3.a. 4.d. 5.a. 6.C. 7.a. 8.a

Heteroevaluacion

Figura 262
i 1. Escribimos la ecuacién en la forma simétrica;
45x* —36y° +180x+24y+89% = 0
45x° +180x—36y° +24y = —89% « EI 896 pasa restando.

2 1 1
LIS(x2 +4x+ 4)—36[)!2 —5}*+a] —896+45(4]—36[E] < Sumamos de ambos lados
para no alterar la igualdad.

%2

45(x+2]2—36(y—%]

as(x+2) 36(y-1)
720 720
(x+2) (y-4)

=720 =)}

=720

= 1 « EI-720 pasa dividiendo.

45 a6

(42 (-3 _

16 20
- (2
20 6

Es una hipérbola vertical con centro en:

C(—z%) ¢ Cuidadoen laelecciondehy k.

a’ =20y b’ =16. De donde, recordando la relacién que existeentre a, by c:
¢ =a’+b*=20+16=36,
es decir,

c=6.
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Entonces los focos son:

o)
oot

ya que la hipérbola es vertical.

Escribimos la ecuacion en la forma simétrica:

15x° —8y* —120x+80y—80 = 0
15x" —120x—8y" +80y = 80 « EI 80 pasa sumando.
15(x* —8x)—8(y*~10y) = 80

15(x* ~8x+16)—8(y*~10y+25) = 80+15(16)-8(25) ¢ Sumamos deambos lados

para no alterar la igualdad.

15(x—4) —8(y—5)" = 120
2 2
Is(x—4) 8(y=5) _ i & EI 120 pasa dividiendo.
120 120
(x=4) _(y-5) _
8 15 '

Es una hipérbola horizontal con centro C(4.5). a* =8,de donde a=18.
Encontramos los vértices sumando y restando JE a la abscisa del centro, ya que
la hipérbola es horizontal:

V'(4—J§,5) y V(4+J§,5),

Como los focos tienen la misma ordenada, la hipérbola es horizontal.
Encontramos el punto medio de los focos, para encontrar el centro de la hipérbola:

c(h,k}=c(°+2u,'3;3)=c(6,—3).

Para encontrar el valor de ¢, calculamos la distancia entre el centro y cualquiera
de los focos:

c= J(Ei—lill)2+(—3+3)2 =6 < Cuidadocon los signos.
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Puesto que:

| S

sustituyendo el valor de c tenemos:

n Bl
I
Yoo

Entonces:
b’ =c*—a’=36-25=11,

de donde la ecuacion simétrica es:

(x—ﬁ}z (y+3}2 i

25 11

4. Como los vértices tienen la misma abscisa, la hipérbola es vertical.
Encontramos el punto medio de los vértices, para encontrar el centro de la hi-

pérbola:

C(h,k)=C( —9'2—9’—?— 2J§2—7+2J§J=C(_9,_?).

Para encontrar el valor de g, calculamos la distancia entre el centro y cualquiera

de los veértices:
2
a=\/(_9+9)2+(_7+7+2\.’§) =2\Jg ¢« Cuidadocon los signos.

Como
—E:—tl.ltl
7

y el centro tiene ordenada =7, entonces la directriz dada estd entre el centro y el

vértice V(—EL—? +2J§ ). es decir tiene ecuacion:

de donde:



6]

20
——7. &« El 7 pasas restando.
C

y+7 =

by
[

29
Sustituyendo ¥ =——tenemos:

7
_» _ 2,
7 C
29 20
— 47 = = — ElI7 pasa sumando.
C
20 20
= = = « Cuidado al despejar c.
C
c = 7
De donde;
bZ =C2 _a2
=49-20
=29,

Asi la ecuacién buscada es:

(y+7) (x+9)

20 29

Escribimos la ecuacién de la hipérbola:

16x* -9y’ —128x—18y—473 = 0

16x° —128x—9y" —18y 473 < El 473 pasa sumando.

16(x*~8x+16)-9(y +2y+1) = 473+16(16)-9(1) <« Sumamos de ambos lados

para no alterar la igualdad.

16(x—4)' —9(y+1) = 720
16(;;)4) _9(;:)1) = 1 <« El720 pasa dividiendo.
(x=4) (y+1) e
45 80 '

Esuna hipérbola horizontal con centro en C(4,—1}. a’ =45y b* =80,dedonde:

a=JE=3v'§

Solucionario 501 D
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b=/80 =4/5.

Como la hipérbola es horizontal, las ecuaciones de las asintotas son:

6. Escribimos la ecuacion en la forma simétrica:

x2—5y3+2x+10y—24 = 0
x*—5y"+2x+10y = 24 « El 24 pasa sumando.
X +2x-5(y’-2y) = 24

(x1+2x+1]—5(y3—2y+1) = 24+1-5 ¢« Sumamosdeambos lados

para no alterar la igualdad.

(x+1) =5(y-1)" = 20

(1) _sly-1)

S o m ] « El 20 pasa dividiendo.
(x + l)2 ( Yo 1)2 -
0 4 7

Es una hipérbola horizontal con centro en C (—l,l), a’=2y b’ =4.
Recordamos que para una hipérbola horizontal, la ecuacion de la recta tangente es:

(x=h)(x=h)_(r.-k)(y-K)

az

2
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Sustituyendo P(9,-3), C(—1, 1),a* = 20y b* = 4 tenemos:

(-(=))x-(1)_(3-1(r-1)

20 4
10(x+1) —4|y—1
( )— (}' ) = 1 [ Recuerdaque—(—l)zl.
20 4
x_+l -1 =1
x+1 .. x+1
y—-1 = I—T « H termmoTpasarestando.
x+1
= 2=
4 2
y = —dx+i

Unidad 8. La ecuacion general de segundo grado
Ejercicios impares
Pdgina 412

1. A(ﬁ— —l—u@) B(-:;\E-z 4-2\/3)*0(2 341 —2+1J—) 3.4(4.4)
B(+,~1) c(-2,1).5.A(10), B(-2.3), C(—s,—i').?.A(—v@,l).

(%~

B(3+43,2V3-1),¢(- 1+i~f V3-2).9.4(1+25,~3+2)
B(1+4V3,~ £ +4),C(-2-£ 25 1) 11, 4(7.1), B(8.~8), C(35,2). \X;/
13.x’—ﬁy’—5=0.15.4x'+9=0.11.4x’+5y’+7=0.19.x'+2y’—7=& :

21, (%—4)x’—(§+4v’5)y’+5 =0.23. (%5 )x (52 )y’ =0. L 5 x

25. (x')z —(y')z =1 (figura 263). 27.%?1+D;i =1, (figura 264). 29, {—’;)i—@ =1 (fi- 4

2 . Figura 263
gura 265). 31. (x’—l) =—4(-5-)(y'—§) (figura 266). 33.51,'Ji+9’|i =1 (figura 267).
35 (x') = y’ (figura 268). 37. !ﬂ {yﬂf =1 (figura 269). 39. (x’)* —Z(y'+3){f~ . YA -
gura 270). 41, El producto de las pendientes de las rectas es —1, entonces las rectas (/_\21 2%

son perpendiculares. Después de |a rotacion, la ecuacién de la recta 3x+ y—7=0

se convierte en (%)x#(%)y’— 7=0Yy la recta x —3y—27 =0 se convierte en

(%)x’— (#) y'—27=0.El producto de las pendientes de las rectas rotadas es
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(x") +( y')
25 16

—1,entonces el angulo entre ellas es de 90° (figura 271). 43. =1 (figu-

ra 272), Las coordenadas de los vértices en el sistema XY’ son V| (—5,0) y V2(5,0).

X' l/

SN 5l b

.

Figura 266

YA
>

4{

“
.
\
W -
i3 o
\
\ -
v -
"- -"‘

ta |=

T
2 —-J- 1‘
\
.
\\

Figura 268

T "1 15 x _iAT

4

-15

Figura 271

Figura 270

Figura 269

Pdagina 419

1. £5:E+{’—:£ =1. Elipse vertical. Centro: C(2,4); a= V24,b=16, c =18;
F(2.4+18)~ F(2,824), F'(2,4-V18)~ F/(2,-024) V(2.4 +124) = V(2.89),
V’(2,4 —\!{2_4)== V’(z,—{}.i?). Ecuacién de la conica en el nuevo sistema de
coordenadas: {i;):+%£ =1 (figura 273). 3. (y—B)z =—4(§)(x+5}‘if'(—5,8}
p=3=04%F (—%B)ﬂ F (—5.43,8). Ecuacién en el nuevo sistema de coordena-

—%(x'} (figura 274). §. (x")2 +(y’)2 =18 (figura 275).

das: (y')’ =

1*. Jl
Ay Y: ¥

10 1

_2];45 X S15 LW @5 X

Figura 274 Figura 275

Figura 273
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1. La rotacién es de 45° (figura 276). 3. La rotacion es de aproximadamente 26.6°
(figura 277). 5. La rotacién es de aproximadamente 26.6° (figura 278). 7. Elipse.

9. Elipse. 11. Hipérbola. 13. Hipérbola. 15. Parabola. ( y +4)2 =—4x’. Rotacién de

60° (figura 279). 17. Elipse. E=2L + L — 1 Rotacion de 45° (figura 280).

* Y44
T .
.;(,_5 ) :
|
-10 f

Figura 279
Pdgina 429
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~f::'4

l*
R ! » v
4 5
g
g
5 N 5X
Figura 277
YA <
2 A
¥ A
. M

LA
g —
SR

-4 —

Figura 280

1. El lugar geométrico esta contenido en la hipérbola

64x” +144xy —44 y* +1520x +680y —1420=0 (figura 281). 3. Hay dos casos:

Si2x—v+320, lacbnicaes

X +axy+4y’ —(22 +24\f'§)x+(56+ 12«.”5))'—59— 363/5=0. Es una pa-

rabola. El lugar geométrico son los puntos de la pardbola que estan de-

bajo de la recta y=2x+3 (figura 282). Si 2x— y+3 <0, la cbnica es
X’ +4xy+4y* —(22 —24\!r5-)x+(56— 12@’5')y—59+36\f5_ =0. Es una parabola.

El lugar geométrico son los puntos de la parabola que se encuentran arriba de la

recta y=2x+3 (figura 283).

]1;‘ /-"'-'—-
-g = 10 X

N

Figura 282

Figura 283

5 X

Figura 278

Figura 281
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Ejercicios de repaso impares de la pagina 431

1. La rotacién es de 30°. En el nuevo sistema de coordenadas es la elipse
(x’—‘a‘)z +i"—:)— =1 (figura 284). 3. Si k=2, es una parabola. Si k> 3,

1’

es una elipse. Si k< %, es una hipérbola. 5. x* — 2xy + y* —10x =10y +25=0
es una parabola (figura 285). 7. F’(—2+§J§,—-}\E)m F’(—O,ﬁﬁ,—l.f’si),
F(~334.35 )= F(-2-245.1.79) (figura 286).

15 5
Yk

\ 10

\ 5
_._——.:E-j 5 10 15;
-5 5

Figura 284 Figura 285
Autoevaluacion
1.b, 2c 3.d. 4. ¢

Heteroevaluacion

1.

Utilizaremos las formulas:

X
-10 -5 ye|p 5
-5
‘/—10
Figura 286
5.b. 6.a

x=x"cos60 — y’sen60 « Cuidado al elegir las ecuaciones.

y=x"sen60 +y cos60

recordemos que;

Sustituimos:

x=-i-x—7y'
V3,1
=—x"+-
¥=mh oy

en la ecuacion de la parabola:
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T
b
&'\
+
| b
\ﬂﬁ
|
P——r,
Il

8[1x'—£y’—2] « El primer

2 2 término es
un trinomio
al cuadrardo.

ax’— 43y 16

1 1
é(xr)z+E(yr)2+1+5\/5xryr_\j§xr_y;

3 i A 5 1
E{x')”r;(y')'+1+5\Gx'}"—\'Gx’—y’—(élx’—'ﬁngy’—lﬁ) = 0 ¢« Cuidado

con los

signos.
27+ J’Jz vrxy ~(Va+a)—(1-a43)y'+17 = 0 « Cuidado
* con los

signos.
3(1’33+(y'}3+2\f5x}’—(4 3+lﬁ)x'—(4—16\"3]y’+68 = 0.

2. Sustituimos los valores de A= 34\5. B= —32\5 yC= 34\5 en la ecuacion:

Cotz =ﬂ,
B
entonces:
A-C_ 3442 - 34J_
cot20= s
B -3242

Asi, buscamos un angulo 0°< 8< 90 tal que la cotangente de 28 vale 0; asi que
20=90°y, por tanto, 8 = 45°,
Como:

send5° = cosd5°=

x £
V2’ V2’

tenemos que al sustituir estos valores en las ecuaciones:
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x = x'cosf- y’senf« Cuidadoal elegir las férmulas.
y = x"senB+y’cosf
obtenemos:

1 1, 1 1

x=—f4=x"——y' =—= :
i~ B Rl =

Al sustituir estos valores en la ecuacién:
3U\2x* —32+2xy +34\2y =384x +816y +1998\2 =0,

tenemos:

“ﬁ%x"T JZ‘SM(I 7 J(f T”J*M(f‘ 5 )

_334((,,_(},]%15(( %y’}+1998x5=0.

Efectuamos las operaciones y simplificamos. jCuidado con los signos y las ope-

raciones!
, 2
34\[_[_ ¥ ] = V20 =320y +172(y')’
0 T
_32\]_(L F 'J[i ’+Ly’] = —16\6(35’)“16\5(}”}3
R \EE
1 2
2| =x =y | = V2 4342y 1172 )
[I ) s
i 1
—384| —=x'——" | = —192J2x'+1922y’
&%) T

816( ly’]ﬂggsﬁ = 408v2x"+408v2 )’ +19982
NN

sumando las expresiones tenemos que la ecuacion se transforma en:

182 (x')* +50:/2 (' +216+/2x" +6004/2y+1998+2 =0,
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dividimos entre 2«.5:

9(x")* +25(y)* +108x"+300 y'+999 =0.

Escribimos la ecuacién anterior en la forma simétrica: b= 3,

9(x’)* +25(y") +108x"+300y°+999 = 0
9(x) +108x"+25(y') +300y" = —999
9((x") +12x"+36)+25((y') +12y'+36) = —999+9(36)+25(36)

9(x"+6) +25(y'+6) = 225

7

9(x+6) 25(y'+6)

+ = 1
225 225
(x’+ 6)2 (y’—l—G]z -
» 9 - b

Es una elipse, donde a = 5 y b = 3. Es horizontal respecto al nuevo sistema de
coordenadas y en ese sistema tiene su centro en (—6,—6).

Recuerda que cuando en la ecuacién de una cédnica aparece el término xy, no es
suficiente considerar como se relacionan los coeficientes A y C.
Analizamos el discriminante;

B*—4AC=(-9) -4(5)(4)

=81-80
=1>0,

de donde la conica es una hipérbola.
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